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第 一 草 预备 知识 


本 童 将 介绍 调和 分 析 中 一 些 最 基本 的 结果 。 这 些 结果 在 以 后 
各 章 中 将 经 常用 到 。 

人 贯 罕 全 书 ， 我 们 将 采用 以 下 的 符号 。R" 表示 7 维 欧 氏 空 间 . 
的 点 用 x,y,z 等 表示 ， 如 X= xxx. xy 表示 だ "的 
PEx . y= Nx. |x| Fea x 的 模 jx|= Cx e x)! dx 表 示 


RP 的 Lebesgue 税 分 元 。 如果 表示 R 的 集合 ， 则 是 它 的 补 
集 ，B 是 它 的 闭 包 ，1E| 是 它 的 Lebesgue WIE, x. Cx) 或 简 记 为 
Xi E SHEER EE, 通常 用 O 表 示 R* 中 其 边 平行 于 坐 标 轴 的 六 
方 体 ， 或 简称 为 方 体 . kO 表示 与 同心 边 长 为 0 的 们 的 立方 
f Bix) eas R” 中 以 x 为 中 心 r 为 半径 的 开 球 体 ， 表示 
Schwartz HE ER EE, ^ 是 之 的 广义 函数 空间 ， 妈 缓 增 广义 函 
Be. RI RAR fü pogz Rt (0D [x€ R^, t 0)* 
IleRS ft LPR") 的 范 数 。 按 照 通 常 的 习惯 ，C 表示 常数 ， 
但 它 在 不 同 的 地 方 可 以 表示 不 同 的 值 ， 


$1.1 Hardy-Littlewood BARA 


定义 1.1 PAR ES A RR. ME eR", 
定义 
MG») (x) = sup E | Ioja, 
oi reol Ql Je 
SRM CD A f fj Hardy-Litilewood 概 大 因数 。 
命题 1.1 MOD AE PO XE E ER ZI, AN MH (E 3€ 10, 集合 


E,-(xC R^, MODGOODIUHEJT EE. 
证 明 iF x CE, Bul MO Out. HEN E EQ f£ 
得 XE Co， 且 


l 
二， dy>t, 
ail |f GDidyt 


显然 福 在 一 个 以 zx 为 中 心 ， 半 径 为 AU ER BOX) = {xe R^, 
|x xol «to], 満足 BOxo,r) C Qo HOMER EBC, To) C Qo. 
有 


Mf) (x)= | if(y) [d yt, 


(d 

|Qul) 9g 

故 B(xo,TQ CE: 从 而 证 明子 E, HE: 集 。 iE FE. 
定理 1。1 GES CL'CR"), WME t0, 有 


(xe R, MAD coup E Ih, 


其 中 C 是 与 /无 关 的 固定 常数 。 
VERA id E,={xE R", M Cf) (x) >t}, Hk xE Ets 则 存在 
一 个 方 体 Qr» 使 得 * ど O+, H. 


| Ilfcy)|dy>tlQz!. 


下 面 我 们 按 Vitali 覆盖 原理 ， 选 取 方 体 序 INKO, f& £8 Qk 
TAH, HHE,CUs0,. 事实 上 ， 由 于 


Ios1« 1 |, fon Hay FT 


可 以 选取 Qo 使 得 I(Q)2 sup ICQ), 其 中 Lo) 表示 0 的 边 
长 。 假 设 Qoe Qr- 已 经 选取 完毕 ， 我 们 选取 Oz EB 


KQ Sup Q1); Q: NQ = の, Jzl,-,k-1). 


如 果 该 上 述 原则 选取 的 方 体 序列 是 有 限 的 ， 则 显 RPO 
U5Q:， 这 是 因 为 每 个 82 都 同 某 个 Q。。 相交， 而 由 Oz 的 取 
法 知 Ok > 245). 如 采 选 取 的 方 体 序 列 是 无 穷 的 ， 则 由 
Q, HANS. 知 


210.1 < や: [onlays 10r, 
k “Yk 


& lim ICQ) 70. STEM X € E,» 存在 Ox. HER XxCO dr Om 
XGA LA Be (0,0 --0 知 O。 BIZ KE O, MR. He 为 具有 此 性 质 
的 好 小 整数 ， 则 LOOS IQ, 从 而 OC 504. 这 就 证 册 厂 
二 【jj58k。 于 是 

Eel S115 0156 I ol < Fle 
定理 1.1 获 证 ， 
定理 1.2 ik JEL’ R"), 1<p<oo, Bj 

| MU zCl|fls, 


其 中 C 只 依赖 于 p 53868 n, IER. 
正明 p= co 时 ， 
IMOD]. x M. 
A: SÉ. 
考虑 1 二 p 过 0 的 情形 。 对 任意 i>0， 设 


(£00, 当 げ で 1 の 3 
の = 0, 当 FC) | xt/2, 
以 及 
0 ， M £f (x)|t/2, 
7 が の =[ uu MIfoo|st/2, 


PASAO + た (の = の BIOD EL CR"), ix BRAY 


| Ife IP jat Ola 
2; f(x) | 
x]... VICIS: NIE Oa 
<(2) | 。7e の er. 
da 
E,- (x€ P, M(f)(x) >t}, 
ei 


Ei {xeR", MODO IU [vc Rr, Md2 60. 


-| re Rn Vo テット 


E. pz Cun Cf ldt, 
t ! oxidfiny» t/m 


.因此 
IMcOI = | rot eods = pf iru ud 


«Cp n e| , [f | dxdt 
0 (x:1fca5 3) 


21f (x) 
«Cp | | f(x) | tP-2didx 
R” 0 


«E |， | f(x) | dx, 


推论 1.1 BEER 中 测度 有 限 的 集合 ， 4 B=) oR, 
MG) 007 Lh sth xe 表示 有 的 特征 函数 , 则 1 有 Is<CIE1， 其 


E 


中 C 与 无关， 
自明 hE. m| FISC] CEL tebe. 
推论 1.2 JE SELLCR™, WSL AW x€ R^, 有 


. ] f 
] キー ー 了 Cy) 1d7 ニ 0。 
lim ee ry) INN | f(y) -f(x | dy =0 (1.1) 
其 中 Q(x, の 表示 以 * 为 中 心 边 长 为 了 的 方 体 。 

证 明 不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 ELUR). RILA EEH 
対 任 座り 0, 


A,= | R^. lim | dyt 
t, [re : lim See の uM M QD ~ feo dy: | 


是 -个 索 测 集 ， 这 是 因为 使 式 (1.1) 不 成 立 和 的 点 包含 在 集合 
U Aus 中 。 
d 
半 任意 固定 的 を 一 0, A f=9+h， 其 中 9g 是 具有 紧 支 集 的 连 
续 函 数 ， 且 | ,|hidx<se。 这 了 时， 显然 有 
. 1 _ 
lim DES lar, 9 - g(x) |dy- 0 
处 处 成立， 因此 


ューーー I y 
i alum e Au c f ui — X d 
T o 1O(Y,7) | mM LOO Tey 


< im hp» - hoo dy 


' ics, r)| dos 


«MOD GO + [A(X], 
改 


f 
A,C(x € R^, MA) >#/2)U [€ R^, [ROOD Zh, 


于 是 | 
IA [eR iocos 2] + [eer iot 7] 


«cct hli + 2t Nhl mt ve, 

Fee 可 任意 小 , 便 推 出 14|=0 

推论 1.5 it SEL R”), MILEAR XE R", AISE | 
SMC. 

证 明 ”由 推论 1.2 直 接 推 出 。 

推论 1.3 告诉 我 们 ，Hardy-Littewood 极 大 函数 M G) OO si 
较 六 sy 大 的 国 数 ， 但 定理 1.1 与 定理 1.2 说 明 ， 它 并 不 太 大 ， 生 的 
LPR pTO mf LU RES Hh CP = UP AE €u6L'ESO. Div. ^ 
p" 便 可 以 通过 Hardy-Littlewood fü Jceg Zi ETT flit. 

—- iD RS ABR, fex BUT DET TESORILI IET. 

定理 1.3 — ^ mpeg, Bex = "Ci xD), と 

LCR"), eE O. oA PME, Wi SEL R, 有 


4 (の (x) vLSO 1 ず av (f) (x) , 
其 中 | 
py Cf) 0) -tupie, * fo», 


Pa 074 (+). 


m 


g (x) = Kn (x) 
1 = 1 


正明 eB 


的 情形 ， 其 xs; CO AE B; UBERIEPRER, Bs 2 — EA ER AR 
rj 为 半径 的 球体 ; bB; = B(G,r;). 这 时 


os able nl ~ 
| EO e n >c ajl Bjl. 
a! 1 


1-1 


f Pedy Va, B d. | fa» lay 
R?” jl | Bj] B j 


«pene GO», 


| AEDI hM. 
注意 到 1 人 = deb 便 有 
sup | f= DH Dd <IMG. 
対 二 一 般 的 5 SOLA DOR PET (756 BH 


| NIS ー UM, cota | n Jf Ox DD |o. dy 


= lim | FO ao es dy 


FOUS RR 
jel Mf er, 
推论 1.4 Py CLR), | rodr= 1 H. 
R 


(x)= sup Cy EL'CR”), 


(gie qul 


则 对 于 任意 1f€ LICR), H 


eL (P(X) COM CAD xX), (1.2) 
Fitch fuels, AOL PARI x€ R^, 有 
lim f, * f(x) = f(x), (1.3) 


证 明 ER tO) Ke, C(x), 井 用 定理 1.3, B8 
(1.2), BFR, PAR d.2), FRA HEE 1.2 的 证 明 
Fi ROT TB. TART Ae. CEE RA EAB) pale, 対 

Ho oe se EPEC. D BADR EA. XX 一 GHOX 
不 难 证 明 。 £ lp th ny BS MR ae BB 


定理 1.4 FF qo LR”), | 。 g(x)dx=1, 则 对 任意 


7 


FELP(R"), 1«p«zo, 有 
im Ice f- fip 790. 
4 f AEE IER, LGR EO p = co 也 成 立 。 
正明 由 于 


gt f(x) — f(x) -| fe) -f Jordy, 
用 Minkowski 不等式 , 47 


lec fles] ,lf 4) - fe Dllo aldy 


<f porle | ds, 


其 中 wp(h) f 的 L 连续 模 ， 
op (= fC e +h)- fCo lp. 

容易 看 出 ， 当 f eAAR SEE RI, @p( の 0) 一 0( 当 4 っ 0, 
1SSpsSSoo)。 du? f€ L^, p<, 通过 用 具有 紧 支 集 的 连续 
PA BG UE, 也 有 oz( め 一 0( 当 あー テ 0)。 用 Lebesgue 控 制 必 数 定理 , 
使 得 定理 所 要 求 的 结论 。 证 毕 。 

证 明定 理 1.2 的 方法 是 ， 为 证 胃 算 子 Mf AE LP 43 mma 
PLO), FAVA MAE Lo 有 界 的 ， 以 下 对 应 于 p= 工 时 的 定 

1。 这 种 方法 有 共有 省 过 的 意义 ， 称 为 算 子 内 插 。 下 面 给 "EA 

BE Ay — RETI — 7S TVA PE. 

定义 1.2 RIAL T LE Spe MN f, X 中 0<p< の 。 
如果 存在 常 数 C, ， 使 得 对 任意 ADO, 有 


ER", 7 の で と 41 C (Hy. 


我 们 称 算 子 了 是 强 (p,p) 型 的 (或 简称 (p,p) 型 )， 其 中 0<p 委 coy 
如 果 存 在 常数 C>0, 使 得 


oO 


Ó 


IT ODE» Chip. 


4 p-colh, 997 gk Homo. 

前 面 的 结果 是 说 ，Hardy-Littlewood km ace 89 (1,1) 型 
与 强 (p .,D) 型 的 ，1<px cz。 值 得 注意 的 是 ， 定 理 1.2 的 证 明 ， 实 
质 上 是 从 M( 六 指 弱 (1 1) 型 与 弱 (co co) 型 ， 推 出 它 是 强人 (p,p) 型 
的 ,1 一 p 一 cc。 这 个 证 明 具 有 一 般 的 意义 。 它 的 一 般 化 就 是 下 面 
ERORA TAH a 

定义 1.3 REITORA MMH, BOR 对 几乎 所 有 
AxER", A 

ITC i -Cfoeoolxl|cuiiTXODOO| + |Cs|| TDO]. 

定理 1.5 (Marcinkiewicz 算 子 内 插 定 理 ) 设 T 是 次 可 加 算 
T. HS9 (Po. PORO PORWAL), 则 对 Po 
pp. TÆR, PWN. 

证 明 AE py oc a tie. ELR”). 対 任 意 A0, 
4 


| fo, SOJA, 
fax) = 


| 0; MMfOx)|— な 


f2Cx) = f(x) — f(x), 
KWEN, ELP R”), fE L oR”). AE 


ITR p| AP ALL, ITED œ| >44 |da 


. | 
<p| att tx, iTdocop 7.) da 


ce t 4 | 
+p| art ts, TDS 2 | då 


«cp [arrays serdar op [iul oeda 
9 1 0 " 
=cp | ann] | f(x) | Pidxda 
0 ‘or |f(a)|<a/2} 
+ Cp [armen | f(x» | PodxdA 
0 izi:idf(x)-2A/2) | 


=cp | の | 2?-P1-1dAdx 


if (x 
+cp Lec p] "ar Pontdady 
R” 0 


=Cp (し tot りー De PRI 


当 Pi = ce 时 ， 只 需 重 复 定理 1.2 的 证 明 便 可 。 证 毕 。 


$1.2 Whitney 分 解 与 Calder0n-Zygmundqd 分 解 


这 里 说 的 Whitney 分 解 , 是 指 把 只 "中 的 开 集 分 解 为 方 体 的 并 : 
&. petat Je OP er i d UE ER. Uu 
PAE AAEM. ETHET, Ae PRR OOP. A 
HARA EAM 1. 

定理 2.1 (Whitney 分 和解 定 理 ) i FÆR" is 0] 8, WHE 
方 体 序列 82 ={Q,}, 使 得 

a) Uo.-2o-F'; 

k 
(2) Qk EDEA; 
(3) C, diam Q< dist (Q, , F) «CC, diam Qt» 


其 中 diam Q RIRO 的 直径 ，C1,Cs 与 FF 无 关 ( 实 际 上 ， 我 们 可 以 
取 C」=1。 C= 4). 


10 


正明 ”考虑 由 只 ”中 的 整数 格 点 作 顶 点 所 构成 的 全 体 方 体 , 
TE 00 Aa. =2 FM V. JAE, Mkr 中 的 每 个 方 体 是 由 M 
中 其 一 个 方 体 2^ 等 分 而 得 到 的 . -bx 中 每 个 方 体 的 边 长 为 2 E, 
Wit n2. HEA 


Q,-(x€ R^, 2 n2-* —dist(x, F) «2v n2^**!), 


显然 ， OQ = U Qr» iu 
k-9-- 


S, (QJ Cf hs OQ, }, 
.多 ”= U F ko 
k=- 
则 Q= 上 【J OREL Oo U OREA. Pil up Re ee 
Qeg” Q »9 


SG SA. MER Vc QEZ? AHA ERA ONS, ME 
{E x€cQ,xc Q. ,因此 
dist(y, F)2sdist(x, F) —dist(x, y) 
SIV ny key ng kay nok, (2.1) 


yea, 
M2. Dil, 4Qe h, 
diam Oxcdist(Q, F) xz4diam Q, 


KE, RT D 以 外 ,天 "满足 定理 的 要 求 。 剩 下 我 们 只 需 精 化 所 
做 的 挑选 。 为 此 ， 和 需要 下 面 的 简单 事 实 ; Mx OO. 与 C 分 别 是 从 
4, BA PERK, WO SAHA, 内 一 定 大 一 不 被 
カー 企 包 含 。 特 S HE, ps k >k, Wu QTQ. 这 是 因为 Qi EQ 
都 是 二 进 方 体现 从 任何 一 个 CE 9 开始， 并 考虑 在 ?中 包 食 
的 极 大 方 体 ， R EF’, QTQ’, MI 
diamQ' «cdist(Q" , F)xcdist(Q , FP) x:4 diam Q, 

这 说 明 ， 在 FO HEERE OBRA UE. 为 外 ， 由 上 述 的 简单 


ll 


事 炊 知 , RADAR. HOF BF VU BEDBECKO ER 
的 集合 ， 则 .名 中 的 方 体 满足 定理 的 要 求 ,定理 2,1 得 证 ，。 

我 们 对 定理 证 明 中 的 5 作 进一步 的 说 明 。 我 们 称 Qi Qe om 
是 相 接 的 ， 如 果 它 们 的 边界 交集 非 空 。 

引 理 2.1 设 Q,,Ose .和 是 相 接 的 ， 则 


= diam QO,< diam Q <4 diam Q,, 


证 明 ph dist(O,, F)<.4 diam Q,, An 
dist(Q,, F) x;4 diam Q, + diam Q, = 5 diam Q,, 

Hj diam Q;,:cdist(Q,.F), dg diam Q, <5 diam Q,, {HE Aidiam Q, 
与 diam Q, 之 比 是 2*, 故 只 能 有 diam Q,< 4 diam O」。 if php RPE 
得 2| 理 要 求 的 结论 。 

引 理 2.2 存在 常数 NN 仪 与 维 数 有 关 ， 对 任何 QS 和 ,在 元 中 
至 多 及 个 方 体 与 《 相 接 。 

WEBB 实际 上 , 只 要 取 N = 12"。 因 为 可 以 设 0 EW 4, 则 有 3" 
个 方 体 (包括 ) 本 身 属 于 Nk 且 与 Q@ 相 接 ， 而 Wk 中 每 个 方 体 , 至 


多 包含 .关中 如 个 半径 > diam Q 的 方 体 。 证 毕 。 
设 @ 是 到 中 任意 一 个 方 体 ，xk Eb, な EEK, W 
diam Q,= vnl, Xie; 0e, SOPs HEQ, 显然 Qk 忆 


Qk O: 不 再 是 互 不 重合 的 ,但 我 们 有 

定理 2.2 Q 中 的 每 个 点 至 多 属于 NN 个 Qi。 

证 明 FO, QEF, MQ, 与 8 相 接 时 ，Q% 才 可 能 与 C 相 
X. LEHT., ZET PARAI QO 相 接 的 方 体 ， 它 们 的 直径 不 


小手 diam 0u, 而 显然 它们 的 并 集 包含 Of, 故 0 GOR 相交 ， 仪 当 


Q 450, 相 接 ,对 任意 xEQ, 则 x* 属于 某 个 方 体 CE. 灾 .由 引 理 2.2， 
至 多 有 NN 个 方 体 Q4 与 8 相 接 ， 从 而 至 多 有 NN 个 OL 包含 * ELE. 
设 Qo 是 以 原点 为 中 心 的 单位 方 体 。 固 定 一 个 0C O: | 
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OSSI MX€Q,IEPAGO — I1, Axe Ad tE 時 6x0 70, FES 
(400 5 (TZE) der BO. 6 天 的 中 心 ,li 是 它 的 边 长 。 风 
当 xcO. "E = 1,%4 XE Or RT, o Cx) = 0. 进一步 还 有 


| Py n . - 
， の Aad 191 
(2 «GO -A。diam Q,) 


定义 CX)= 9,G097 1 Go. EQ, HH P(x) = S9. O0, Wl i AR 
k 


> 0 O=l, rE. 


k 
RIIRER AGA LAMIRE. 
定理 2.3(Calder6n-Zvgmund 分 和解) Pe fEL' CR"), fER A> 
0, WEH TERMI AR EP C WE: 
(D R™=QUF,Q= |] Os 
k= 


(2) AS Oo) dxxc2"A, 


ru f. 
(3) SEILER Fei x€ FAISO | ご ん 


(4) iQ. :| I fcx) | dx, 


证 明 MER FEA ARTS O ,使 得 


: TEE f ; 
raid. Kf) dee a. | ,Od 


LAO 为 标准 划分 整个 R*"。 然 后 再 把 每 一 个 方 体 每 分 成 2" 个 小 方 
作 。 记 这 样 的 小 方 体 为 CG'。 于 是 有 两 种 可 能 的 情形 ， 
第 一 种 情形 
d d 
10/| | |f» [dx 


第 二 种 情形 
13 


rl. | f(x) | dx>A, 
对 第 二 种 情形 ， 保 留 0* 不 动 。 对 第 一 种 情形 , 继续 对 8 进行 
2^ 等 分 。 如 此 继续 下 去 , 便 得 到 全 体 第 二 种 情形 构成 的 方 体 序列 
9. I= Uor O°. IERO. BE Or 是 包含 Qk 的 早 一 代 
HIF, MIO) = 2O], H 


1 | , ーー 
l [ fee lax, 
PARE 


ュー ] | _ 1 

emu d eldest | oldean, 
(OQ, | et I o, | 

Myth Qi ih AUC n] AT 


ES oldas folar. 
ん n 


Vol B 


对 任意 EP, BD *& Uo 0;, 则 存在 第 一 种 情形 的 方 体 列 05 ， 
使 得 ve 0, ,10;|->0。 由 推论 1.2 知 对 儿 平 所 有 的 x*E F, 有 


Meo] = tm Tor [ la if (x) |dxxz 2, 


定理 2.3 正 完 。 
PUSS TIAA Hardy-Littlewood # X t Zx Ej Whitney 分 解 。 
证 明 上 述 定理 的 一 个 变形 。 
定理 2.4(Calder6n-Zygmund 分 解 另 一 形式 ) 设 f1EL'CR")， 
任意 ADO, WEEER ERY HB Qu, 満足 


(D R™=QUF,Q= |(JOxs 
k=1 


(2) | {CD [dx xc A44 | 
IQ, Sr 
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(3) 対 過 平 所 有 的 *EF, 有 げ の | ん 
4) lal<a 


(5) C diam Q, <dist(Q,,F)< < Adiam Qes 
KHPA, B, CHESS KAKKH HE. 

TEAR 4 Q-ÍxCR", MOP)()>AS. F= 0°, 由 定理 1.1 与 
PSL. OMICS), CORI. EI] Whitney 分 ff, Q= Uo. 其 中 
QO, AA GA, Hie). Xf - F 任意 ーー 个 Qx; Uy, EF, 使 得 
dist( F,Q,)5 = dist(y, ,Q,). HEC QE, 为 中 心 六 包含 e fO. 的 最 
小 方 体 .由 性 质 (5) 知 1 8- 过 A 其 中 只 依赖 于 常数 0 与 维 数 "。 

€k 
由 于 y.€ FA 


MOUS aha, foo | dx 7 の DI: 


| Qi 
这 就 是 (2), 定 理 2.4 得 证 。 
hy H] Calderón-Zygmund 分 解 ， 便 可 得 到 
3E 382, 5 (Calderón-Zygmand 消 数 分 解 定理 ) IELI”, 
对 任意 A70, 1 poo, f£ f£ f ffgor e f= 9 cb, 基 中 


? ATO e 


| 


gip SCAP ルッ 


mex) = ob GO, DCO WERL. 
k 
(1) supp 8, C4) ZO, Gu i R^ 的 方 体 
(2) | „be GOdx = 0; 


(3) ib ,LGOO]UEXCAIO,I. 
正明 ”利用 定理 2.4 ,我 们 得 到 R" 的 分 解 ，R"= QUF, Hp 
o= (Qh， 其 有 定理 2.4 所 断言 的 性 质 ， 定 义 
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fo), " xc F, 
g(x) = | -| foods, "MxXx€Q,, 
1O | 


b(x) = f(x) - g(x) 
で (ey 1 dy | 
2; バウ TN |。 7 の Jy (Xo, C) 
— 5G), 
k 
其 中 xo, CORR 2; BEER IRL. XXE 


HESI roa X7]. ( oT , Hoo as) ae 


«AP! + CAP LOL CAP TIFT, 


DM |f Ga»1dy«CA]Q,l, 


by, 共有 性 质 (1) ,(2) 是 显然 的 。 定 理 2.5 获 证 。 


$1.5. Calderón-Zygmund 奇异 积分 MB S 


WE A 5j B IBN Banacha l, T jE£8TETIG SUPER ÉL / R^ A 
PRS SER Tf: RS BEE AS 


TD = | Kr. の 太め dy 


定义 的 ， 其 中 K(x, WER" x RN ix = y), RAF 
(A,B) ={ 2H AS BIBT Az «T. 
TFiHial«la2 NLAERIBIA 5 BIER, KIRAT KE 


LCA BATE. 
定理 3。1 如 果 Kx, WU: 
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CD 9*9) x,y,hc R*, Le Ix- Vi, di 


IKGx,y - 5h) 一 K(x, DIST L y|? 
(X 


成 立 ， 其 中 cE(0,1 是 个 固定 数 ， 
(9) ITO p, SCEI p WET 1 ご So 成立 , WU [EIE 
Lg LA 


1<p<ipo 有 
lr COD, pe Cplfl,p, (3.1) 
B A 
以 及 
xeR [TIO ANS SI. 8.2 
ん A 


证 明 ”实际 上 ， 上 只 需 证 明 (3.2) ,因为 (3.1) 可 以 由 Marcinkie | 
wicz 算 了 内 插 定理 得 到 , 现 设 SELL, A> 0. 由 Calderen-Zygmund 


困 数 分 和解 定理 ,。 A fags bd 
fox), M x€F, 


«7| o GNIS 4x EC Op, 


BCX) = UN 
HTYELV UN. d 
p 
xR", ITIO s AM ミン Jol »,« £M. 
À Ü La ん La 
记 Ox 44590, labo Kd KOM nn 信 的 立方 体 , 即 Qu =2 n Og, 
当 x& U Qr, 有 


P= |, KO Wb DAs 


= p | K(Ox,1)2 KO, Jp) )b Ddy, 
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HPI, AQ, 的 中 心 。 因 此 


TG, cop «EOD DNE 


4 
| - rowa] C diam (Op) bela idx 
TEUQ, k 


z&Q, |x-— yj. |"? 


< C 2, losl, SCs 


I(x€ R'.IT(GODOGD|824)] 
< UO + tre U TO の la>4 
Kk 


C 
«El. 


于 是 (3.2) 成 立 。 定 理 3.1 获 证 。 
下 了 画 给 出 一 些 重要 例子 。 
例 ] Calderen-Zygmund MAT: 
TP) ニナ * ル た, 
Hh K AER" Bui eR S, GRJ 
Q(x) 


xp? 


K(x)- 
wf, |QGOde (x) =0, 其 中 S" 是 R" 前 単位 球面 
(2) oc +h) ome Cj]? , S x, x che Ss") O<é<l, 
容易 正明 , KEK Cx, DURE EERS. RIKOS 
其 中 C 是 常数 ， 因 此 7 了 是 L727(R") 有 界 的 。 用 定理 3.1 知 


L?CR") 有 界 和 的 ， 其 中 1<-rp 达 2。 BA, T'OO- fx* K, KG) 
= KC- X).PILHDERES. ILHET* An T* Æ L'OR AR I< p<2. JA 
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mj T (E LIRO A, 2S Pam, 这 样 ， 我 们 证 明 T T 是 L? CR") 
的 有 界 算 子 ,1 そ か て の 6。 


当 n= ht, RKO) = : l -xit T Æ Hilbert 变换 ， 
f 
udo = TGDay. (3.3) 
jr X- 


K GO ff Fourier 20635 4) K (D =isens. Bi, Hina RA 
(HD ^X» = isen & fF). 
根据 上 面 的 讨论 ,已 是 大 AAA, bcp cm. 


对 一 般 的 = ceo = Ca oia KE 


> 
Cn = 一 neice (3.4) 


AX T Ji Riesz 変換 : 


Ri (f) (x) = Cal grate = y)dy, (3.5) 


K (x) ff) Fourier 变换 为 


Z, 
; y= Di. 
m; PH 
因此 ,Ri BJARKA 
Qu DIED ei FO. JEL 2 n (3.6) 


Hage Elie. R, E LCR ATR, Ppl) = Leen 
例 2 L :tlewood-Paley-Stein 国 数 。 
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9 图 数 与 S HR CAE CAES. B iR 3E fg Littlewood-Paley-Stein 
ERE. 它们 可 以 如 下 定义 。 取 yeEC”, 满 足 


C 


| VG | S xp wer 


(OD POS 


1+ [x|**! ’ 
(a) | »codx- 0, 
R 


a» [EED Ua o, 


SACHS FAK. m. An v fA, WARES Reh 
ALGO BRE IS £ JE, MDEE VEL, ECAS Tote 
2% (2) 意味 着 C0) 50, Afi SDN. dSOE—d2b, mb ve wit 


iid || woody = 0 ML ERRE V fü ELA FS 
我 们 定义 
9 の で =(| xv) (3.7) 


* 1/2 
s の oy = (I1. Thee IPEA) , (3.8) 


分 别称 为 了 的 9 AR S 的 数 ， 其 中 
CO = toe RT, jy- xit} 
表示 以 * 为 顶点 的 锥 ， 
定理 4.2 H1<p<co, ill 
IIP) ips Cpl», 
[SC] Cpl]. 
正明 dE EL DIieSMv SIE. x g 国 数 可 以 类 似 进 行伍 
更 简单 。 我 们 把 SIN SUR X JETER ZR 的 Calderón-Zygmund 奇异 
积分 ， 满 足 定理 3.1 的 条 件 . dE DL. W Banach 7x ji] A—- C, 
B= L' (rco x (0,99), e). ut XR EC K: R” >B T: 
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た (CX) (の = YX Y). 
XXE. KO- 2 可 以 看 作 R? x R°> CA お) 的 映 射 , DES T tf 
的 证 胃 将 看 出 ， 对 任意 CSC. KOO Dai C 到 B 的 有 界线 人 性 页 
子 。 定 义 
T(f)-K*f. 
我 们 首先 证 明 , TARLIOR'O SILSCRIO 4E. BF 


IT! a =| LK fada 
Lg JH 


2 in”; 


= | Al | ゆ ,※ ネ (テー の ) | PS 
Hh J reg 


=| ,| | PLZ VIR ACY)! "XOU M. Dx , 


Mud yx, y, Oke Ak xy DER? X RY |x y| co 的 特 征 早 
qu. n SR 


| zay Dd CM, 


Hop C LUA R T pee. Hj Plancherel 定理 。 有 


ITD page © AM vik fD] v 


=C | v の の 1 


Jo! r® 


«c| aora 


ae ARED. "E 75 利用 微分 
He By Y Wate. 有 
2] 


IK(x,z-h) — KCx,2)] Zi a.m 


ia dydt 
<|| | サー ター ター かめ 一 (テー ター の uu 
roo) l 
T t? dydt 
«Ch TNI E o , dydt 
= | | oJ ivici D. ix-z—-y-gh|?"** i +1 


アー ダビ o 
= cp. ' «[ )| .dydt 
0 ir-zi/4 Igict 


= I + li. 
容易 看 出 ， 
/] アー を 1/ ぁ tdt LIE 
«CIhli? MEMO ーー 【 m 
I< | Hg |x— zn > [x - z|?n2? 
PEN di pal? 
Clh j| a っ | 
MECA] genes C px ge) 


XX RUE) Y BK 满足 定理 3.1 REG). 応用 定理 3.1, THAT 
Ac LCROSS) LECR OAR, 1«—px2. PER UT GEBURT, 
应 用 简单 的 对 供 性 推理 ， 便 得 7 赴 LPR”) 到 LRH FEMS, 
2scp で oo。 THE LP CR A LORD) 8, 1 ご の ぐ く の , qi sk ZEE 
SCA AE LRR] L'CR') 4, FR, 1«p«oo, 送 正直 定理 3.2 所 妥 
üE HH BS. 

ix P, Ay R” fy Poissonfz, Hp 


Cr l p(* 
P(x) = d+ Ix [250 172? P,G) - rni P(? ). 


取り =IVP,。 共 中 V 表 示 RMR, UV MS HR BOE 
义 中 的 一 切 要 求 。 这 时 8 函数 在 = 1 时 就 化 为 Lusin 的 面积 积 
分 ， 对 ">1 的 情形 ， 就 化 为 Stein- Weiss 所 引入 的 广义 面积 积 
分 : 
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so の = | Iyucy,t) |*t! "dydt, (3.9) 


ftrp u  f 的 Poisson 积分 。 一 般 阅 来 ， 只 要 4 是 调和 函数 ， 我 . 
们 便 用 (3.9) 定 又 4 的 面积 积分 。 
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sp ue ZRH 2 i] 


经 典 HP 75 la AE TA A oA A EEFE ERE 条件 
AY five Br eR Sez BRAS TAT, 因 此 , “Rb ee EB -— 
4. fH p -F AR OT ER Bch eS Mz UU p 3S TA A Be, 面 宅 殺 的 
121 (4 (HE PERC, A A ER a ET. Be 
经 典 厅 空间 自然 地 与 调和 分 析 联 系 了 起 米 。 经 典 瓦 * 空间 由 于 有 
解析 函数 的 工具 而 使 其 理论 显得 简 洗 。 这 些 方法 很 难 直 接 推广 到 
高 维 。 但 经 典 HP 娃 间 毕竟 给 我 们 提供 了 最 简单 的 模型 ， 是 我 们 
今后 着 重 讲 的 高 维 妃 ?空间 理论 的 出 发 点 


$2.1 iA ye S Poisson 


在 本 童 中 我 们 主要 是 在 复 平面 C aii) D={zeEC is|< 
DAC, P 的 边界 是 单位 圆周 ， 用 了 ={zEClzl =1) 表 
示 。 设 0 一 C 是 开 区 域 ， 我 们 称 fC) = f(x+iy) 在 Q ein, 
如 果 了 作为 xx, 的 国 数 在 ORIEL ATX, HWE Laplace; fg. 
Af = 0。 我 们 假 仅 读者 已 玖 知 调 和 国 数 的 平均 值 定 理 ， 极 值 原理 
ARBA WKZ Liouville 定理 等 。 

设 42) 在 BOO,R) ={zECj l=| <R} 週 和 , WUE AE H eA Be 


た (>) = > C2tk, |z| < 
k= 0 


(878 ulz) =Re F(z), jg z=re? JPR 


_ F(z) + FG) 


u(z) à 


1 / て kaik9 」 UA 。k。-ik@ 
二 一 > Cir e + > Orte 
"rwr k=0 


D% 


= kleik® 
= > a,r ^ et, 


k=-~% 
( C,/2, k>0, 
a=] ReC,, k-0, 


- \ C -k / 2 * k <0 . 
因此 


u(reif*) = ` a, rif! elkt C1.1» 
fe r< RRR) 一 致 收敛 。 假 如 R 1， 则 


M: 
a, = A . u(ei! ye ik! dt, 


代 回 1.1), EK 


i Ta ulei! S rikleik(@- dt 
u(ret)- L| ut ) 之 


^ っ 
NO piktetk t = it\k — l-r 

r'*e = 1+?Re re = - ーー 
ar, 2j ( > | +r? - 2r cost” 


这 就 是 单位 贺 的 Poisson 核 ， 我 们 用 PORRE: 


l-r’ 
— 9rcost 4 r?? 


P,(t) 一 1 


只 需 通过 - .个 极限 过 程 ， 便 可 把 上 述 推理 推广 到: 若 =e DAR 
和 、 Dh, W wz) 在 D 的 乱 可 以 通过 它 在 边界 7 了 的 值 的 Po に 
sson 积分 未 出来; 


ee の =ー| P.(g—tyu(el*Ddt, TEI, (1.2) 


fo 
ol 


设 u EDHEM, ED ixpxloo 满足 


n l; P 
sup (| le の IP49) co, 


0 < こそ で 1 


定理 1.1 


C1) 当 1< ぐ psSSoo 時 , TriEÍCL'[--x,«), 使 得 
ucret) = 1| P,co- fadi, 0<x ご 1 

(2) 当 p=1 时 ， 存 在 Bore! 测 度 4E M[ 一 x,x]， 使 得 
ucet- IL | Pic - duco, 0SS7 < て 1, 


这 里 的 ML -n JEL- x] LISSA Borel 測度 (の, W 


d 
| anas. 
WEAR G) h F% l<p<coo HB Le fü A xp [BP ovx quj 
L っ +s 1 ) 是 可 分 的 ， )HiZ A Pry Banach-Alaoglu 定 理 , 
FUL PRR AGE x 弱 列 紧 的 。 故 存在 ral, [Ef 


x WV 
fa(t) s u(r,ei*y—o[(t) € LPC- a,x) (1 CO). 


对 ucrnz) 用 (1.2)， 有 


n 1 _ r? 


UCT ne’) = an ,了 ー 2rcos(0 — t) + au Cne" db, üxir«l. 


n re 
: エー fodt, Q«r«l, 


u(re!?^) ニー ニー - 、 
21 J -x 1— 2rcos(0 — t) +r? 


(2) HE LL- 2,2 Ju ERRA AME - xx], ii ML x, 
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的 前 对 偶 空 间 CL 一 x,Tzj 是 可 分 的 。 因 此 (1) 的 推理 可 类 似 进行 大 
推出 (2) 的 结果 ， 

Poisson 核 有 具有 下 列 三 条 性 质 ， 

C1) P,.C)20; 


(2) | P,(t)dt = 1; 
An .| -ax 


C3) sup P.(t)--0 (r1). 
á 


le lam 


C1), 2) 比较 显然 ， 我 们 来 看 (37》。 由 于 


ユー アレ ーー テー ユー アー 
]-2rcost +r? ^1 —292rcosó +r? 


ig 1— 2rcosó +r? JẸ r = coss 时 达到 最 小 ， 故 


l-r’ l-7’ 
nm, 
]-2reost +r 1 —cos*ó 


从 而 得 到 (3)。 

定理 1.2 (D d£ fC€L?'D-m,nj,izpxico,u A f ffjPoisson 
积分 ,4 = POf)- Po f, Wl) uz) su(re!t) 2 Diy ia Fura, H.24 
]z.p-—coh[f, 


(Có xz |t] <n), 


jewojpa=| [Odt, 0 入 7 二 1， 


Hf p = Off, 
[u CD | cof T. 


(2) KEM -z,n], uz P(e), Wu 在 如 调和 ， 且 
| acre) pacc" djel, OKL 


证 明 由子 PCL EAR eT AB EB, eE MAR, 从 
而 易 证 4 是 调和 国 数 。 不 等 式 的 证 明 只 要 用 Minkowski R 等 5X 
并 注意 到 Poisson 核 的 性 质 (1) 即 可。 
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定理 1.3 Bes UL 22 为 周期 ， u=PCf>, BW 
(D ELPC, Lop coo, di 


| |u(rei!*) — f) |? dt 0 (7ー を 1)5 
(2) S4 f eC[ mr 時 。 43 
u(rei! )-»-f(t) Cr-D 
Alu gete T-n, n] b— 5E. 
证 明 MHT 
uere) - fen = EL” FO - 0 - FIP COR, 


用 Minkowski - ANE XN. f 


ture) fp | NC =D c fla Pr cost 


G) 
-AP d =I+I. 
x àxlit | «x 


-4 Qn 
対 任意 固定 的 6 A 

sl7Hl Peod CoD. 
Sic -D -Alp ZoD, ih gp の 表示 的 ERR. 
d dos eR Me es Cf D-00790). AA 8 充分 小 , Bio» C 
«5/2, HEU o. Tre 


Ix z P,(t)dt = g/2。 


注意 ， 在 这 个 证 明 中 , 当 P = ce 时 ， 把 元 范 数 代 之 以 CL 一， 
r] 范 数 ， 便 可 得 (2) 的 结 东 。 | 

从 证 明 中 看 出 ， 若 用 任何 恒 等 副 近 核 K。 代替 Poisson fX, 
定理 的 结论 仍然 成 立 。 WAP, ALTA Ka (t) LJ an " 
Jl], 満足 : 
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(D " IK, Œi dtxC, CHa AX 
の d [reor 


c | Kalo Caray), 


E NES! 


EX. M JEZL2C7) 或 CC7 7 时， 有 
LE K,(x-i)fC()dtf(x) (a->a0) 
DON, -a 


对 L? 范 数 或 C ish. 
下面 考 虚 Poison ROEA, 


6 
定理 1.4 iL 4^cM[-m,nj, F@Q)= | duct), uz PC), Ni 
0 
TE F'C(OD Tr ERO 0o AF 


u(rci^ yF), M reit ei 1, 

其 中 Zeta 是 指 非 切 向 级 限 ， 即 = = reio->eiel， 且 对 任意 
C0.z€írei^llg- 0, ZCA- r)i Ast AE V, 2 4ETE-—— I LA e" 1 
AJ Ii YS fpe EK BRAD RT e^. 

证 明  RÉERYt0,-0,F/€0,) = OCF WS Edad) F'co»dt 
{CH duct) .我 们 要 证 明 , 只 要 了 充分 接近 于 1 Ho] «C170, 
有 jucrel の | 任意 小 。 事 次 上 , MAL Tel 0, 存在 5>0， 剑 得 
Mele] <S 時 (の | ejt], Hailaa LCA -=r 0/4, 
这 时 


o» 


x 0.2 
u(rei?^) = do _ + - P 
ox.-zxl-82reos(0 —t) +r? 


duct) 
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IS sup Po» L[ djp|(D--0 (r—D. 
ó/2xl4]|xx -x 


AW 00. XM 


6 
t=) FOP, 0-0) 
An -ø 


1 C1- rsin(t -0). di 
i | &C(1— 2rcos(g — t) + r?)* PF (oet, 


AMD RAR WBE sup P12 控制 ， 我 们 把 第 二 项 的 积分 
分 成 三 部 分 进行 估计 :| + | +f. 对 第 一 个 积分 ， 由 于 
[FCD | selt] = 6C Ozc6eC(9 - D, M 


: ĉ | | [0 2 
j ーー と | (1-r)»'rsin(9-t) ー dt 
| | orcs DD +r? V. ) 


& [^75 (1 - r)'rsint 
Nja (]-2reost + r?)? 


, HI (J - r)?rsint 


oC] — 2rcost + r?)? TE 
对 第 二 个 积分 
tle [Da epe? us 
0 B wo (1 一 r)’ 
80"g 80 
ペー ロー ィ 9 E, 


対 第 三 修 税 分 , 応用 条件 (の!<<et, 全 可 化 归 第 一 个 积分 一 样 
的 估计 。 定 理 1.4 获 证 。 


推论 1.1 ESCL), MLP M A WoE- nn] 当 
zoel Ht, (を ) テア (0)。 


WEB] 只 需 取 dzCO= げ (の d。 用 定理 1.4, 知 当 ee? 時 
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uCz)—>f (0) tE f [fj Lebesgue 点 成 立 。 TEE. 

TE Beda su, It JL ob eb ED HNA fit. 

定理 1.5(Fatou) Fu EDMAR R Mu 几乎 处 处 
JEDIK fit. 

ES ”只 要 结合 定理 1.1 的 COD 和 推论 1.1， 便 得 所 要 求 的 
we. TEER. 

Si PATE eR. XD AA esi u, ALS PS 

co, RE 


sup Juce?) PdQ<loo, 


0-T«cl1 


Wmpuiepzloeob, u SSIES LL? eR XUI Poisson Et, Ate AA 
L'$& X. 8534 [ii 53 JLSP Ab ab Ty 4E abt; M p-lBb, u APR 
Sorel 测度 的 Poisson Bl2*, B frJLOP Sb Abs EE XA 值 (这 是 因 


AYRE MT nx, Fs dp JAAR CETERA BC, DLP 
0 


Ub al Gh. EHEM, f P = 1 了 时， 我 们 得 不 到 2 是 其 个 
了 EL(T) 的 Poisson 积 分 的 结论 ， 


$2.2 下 週 和 豆 数 


WOCCEÓJP[ BR, (2 う 9 テヒ ー ©, CO) ALA X TEQ f S HEC 
A. 通常 , FRAT C2) TE O 7E LOR ESE IA, A RAE TER. 
(€ Qv CO ORI ADA. uC) EO ENEIES,P5H DUM 
X HE RH >o& Q, Jim zz)sCrfgo)。 Hie ap yl, 上 上 六 笑 续 是 可 以 


Bae SCM. fie nf Fe AES RE BSR OE ARLES, 
4 vCOTEROUSK 上 上 半 连 续 ， 则 2(z) 在 K L4 n H. vOOXE 
K Lik BR A. 

定义 2.1 OCCHA RR. KRY (EO 是 下 调和 的 ， 如 
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v(z),Q--[ ~ 00,09) 


is AB: 
(1 v 在 Q los, 
(2) 对 任意 ze に O, 存在 7(zo) ジ 0, 使 得 


D(zy,r(z)))- (2 cC, |z-2,|<r(z,)}CoQO, 
目 当 0< で < マ 7( る) 肝 。 


"Gm | v(zo t rel? db, 


结合 (1) 与 (2) 知 ， Ps 在 2 下 调和 时 ， 


viz = lim 2Cz)。 
£&£—cz 0 


A fiie BASE. FINE PIER 
数 的 引 理 。 

引 理 2.1 v FEO bE, CABE BOUE TE SEXE KC o, f£ 
在 u; ECCK), 使 得 u, 在 K 音调 下 降 趋 辐 于 42， 

正明 设 对 任意 紧 集 KCQ， 存 在 4;ECCK)， 使 得 4) EK 
单调 下 降 趋 向 于 + 。 対 任意 DEQ, 取 = の (sr7) cO, OX BF 
{z|zE D(zg,r), u; GO «t BHR. de {ele c D(zy,r),v(z) ct) 


- U (ree Den» u (Z) LELER, Bo 在 = 上 半 连 续 ， 


从 而 在 Q 上 半 连 续 . 
反 过 来 ， 设 v fEQ ICME, FER AIRS 二 0。 对 任意 6 二 0， 
存在 を IBEX (2」,g う 7 ニモ 12 kK, 构 造 单位 分 解 


k 
» o œ) =l, zck, 
gal 


其 中 0;(2) ue BE, ¢;(2)20; supp 9; CBCz;,6). id m; = 


k 
SUP 、 Vv(2) 。 ゆ ( 々 ) = 2m;9,GD. AE = m= 1,2,°%, 出 | 对 这 
Bir, j=1 
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的 有 yYmt2) .由 2 的 上 半 连 续 性 ,不 难 证 明 Jjim $62) = vC € A). 
MOM u minus. Úm), [1E um(2) 
JE K SOAP RE ISR VCE). BES 

ze. UE OP PIAL, v2xconst, Hj v p üeTEO 内 达 
Fl tke AG. 

正明 用 反 证 法 。 RRIA, iev z ER AB ATA 
me Wer av, A 

1 
[DC oar) | 
Alike GO fe D( 2) ih — TA EEF m FP a fee (2) = 
lim vC Ap Cz )fr Des. rth gee m. te A={2! CO: v(z)-sm) 
EIIE. MIZEXB=Q0A= {z| €QwG)omitiEJFS. F, 
EMIT SEO RT ZU WIE A A IS BJE: Q2 ALB, KER JRE 
Hy. 定理 2.1 获 证 ， 

定理 2.2 ” 设 Q 是 5 的 有 界 域 ，": QL- 05.990 Q EFE 
2, EOF HJF, vacconst, Wl] v 必 在 且 促 在 2 的 边界 62 达到 最 大 
fü. 


"m = VU (20) < | | v(z)ydxdy<m, 
D(z r) 
0 


证 明 这 是 紧 集 上 上 半 连 续 留 数 的 性 质 与 定理 2.1 的 一 个 显 
然 推 伦 。 
定理 2.3 设 " 在 2 上 半 连 续 ， 则 ”在 D 下 调和 的 充分 必要 条 
CELE XT ERE FIR GCO, (ERA GUA. 1 G 连续 的 调和 半数 
ucz), MRE GG [4p uCzozov(z), Wü ucz)lme(RMfEG Ai xr. 
MEARE o gp pim. Be, 由 定 理 
2.9, [En R 02 — ul2d< OCCO EH 0C) — uCz»):0(OC). 
AD MEER CQ, FPN CO. d v PE, AN 
存在 单调 下 降序 列 uj(z)ECCODCz0.7))， f& fus GO -> vz) 
(QQDz,r). HMI uj (DIA In DI). 由 定 理 2.2 知 
u; (z) (zeD(z,,r)), 
u;(z)nu;,,() (€ Dyer». 
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政 


(Ga) slim uj(20) = im L|" u; (zo tre’? dg 


=} |" lim u; (zy t rei?)dg 


^ 9n “NZ -co 
- 1" v(z,  rel?^)dg 
or < , 


这 就 证 明了 v(z) 在 0 是 下 调和 的 ， 
定理 2.4 FUE DO,RCCH PM, M 


m(r) = LT v(rel?^5dg 


Æ r RHEA. 
WEBA ROS KSR, Ru EE 0D(0,rz) 上 的 连续 图 数 音 
调 下 降序 列 ， Hu;—v, 不 妨 设 u; 已 调和 开拓 至 DOT. FE 


lí" | lf | 
mr.) = 去 | pe の de u ,(r,e!^)dg 


1f" | 
al uj (r,ei?5dg 


] fx l | 
| eraed9 = moo (7-00). 


细心 检查 本 市 的 推理 ， 不 难 发 现 ， 至 此 为 止 ， 所 有 推理 都 可 
平行 地 推广 到 R" 中 ， 因 此 相应 的 结果 在 R" 也 成 立 。 
定理 2.5(Jensen 公 式 ) E F(z) 在 DCO0;R) 解 析 ，F00) 闪 0， 
Ocr«R, Zi Zst 2n 是 F(z) 在 D(0,7) 的 全体 ( 単 [9 Fis lil 
m ] (?* | 
log | (0) | + ie TT =ar] log! FCre!! ) |dt, 


n 


WEAR 设 の と の (0 の,。 Mlen.i} =" = |zn|=r。 & 
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*1 } 


m 2 _ タ . n . 
c@=F@ [7-25 I a 
j=1 1 jem 
不 难看 出 ，G 在 DC(0,r +e) 解 析 ， 无 零点 (对 某 个 充分 小 的 二 0)。 
因此 log|G(Cz) | 在 D(C(0,r+ e) AH. tk 
log [GO| = Gg | logie o dt, 
it 


= r ian r 
log| FCO)| + Slog jz] log | FCD] + 2,108 Tz,T 
j=l 


jul 


1 it 
= loglFre ) | dt 


| 1 
* zu "NT pp eee ty dee 
Fe] PKR FRE HE 
| logl1-e | dc=0 (2.1) 


便 足 够 了 ， 因 为 上 式 右边 和 号 后 的 每 一 项 ， 经 平移 后 都 可 化 为 这 - 
^B. 
IRE, 1-2 EDO DEBE, CE, & 


| log|1 - reif[jdt 0 (0<r<1) à (2.2) 


| 1 1 
] ーー it = = eee e 
llogl1- re'*| | log TI- rei t| log 71 e 5r cost 


| 


AOT 
3° 3.’ 


1 
S18 Taint] 


耐 当 x/3 txat, v/3/2«|1-re'!|xz2, Bp 
|log|1- re'*|| xilog2., 
i£ (2.2) A r—1, JlLebesguedfzritfic Sc FEB (2... Map 
JH2.53X WE. 
引 理 2.2(Jensen 不等式 ) VE e GIO fe auch 是 A, 25 
ac t<B ip, a-cf(D <b, PEO, {Hp x0, Wil 


B 、 cre 
(| AA | TD p) dt 


| pct)dt | 
WEAR 令 
B CB 
y= | KOLOLIA p(t)dt, 


BRIE, 
先 役 42 マタ 5。 Fete Be. An4pdEk, [Bfiacuclbhl, 
pu) - 9(7)zkQu - Y). 
JA u-f(OaVA, Bi3eD. pa), 邊 分 得 


/ B 
| ?%( 了 げ ( り )p( り 中 -eof p( の di 


, B 
kl | 7 の pe の w ー INZOL? ) 


—(, 


这 就 是 引 理 所 要 求证 明 的 结论 。 
持 设 ”= b, Hi 


[ro -fapad = o, 
从 而 推出 了 CD = bg po9 关 0 的 点 几乎 处 处 成 立 。 这 时 ， 要 证 明 的 
不 锋 式 化 为 9(5) = 9(5)， 结 果 得 证 。 辣 理 对 Y= a， 可 证 得 所 需 结 
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A. 

定理 2.6 cy om TUAE. OER 的 单调 上 升 的 号 六 
数 。 M eoD È 9 fy PIAA 

证 明 定义 PC- co) = lim (の 。 因 此 ?CvCz)) 在 9 永远 有 定 


Wile o v(z) = PWC), JEVE 9 » v FREE. O e v) TdL- o9» 
由 =v-1o9-1C[ o5,00. Hp 9 AU E AE Ja, 07-900 = 
[-co,s) KB (^K -o5,00-7 Z. BE IH 的 下 调和 性 知 
v~l o p IC- 00,t)) AIP, BP o v PARES. 対 任意 ss と の, 用 
Jensen 不 等 式 


eic) v(zg * rel! r 


«s Q(v(zg * rei* )5dt, 


xx BE UEHH T E 882.6. 
定理 2.7 VEFCO TEDBSEET, O<r<l, id 


i: 
myCP yr) = expo. i log* | Fre! *5|dt, 


] f^ 1.P 
mp( Fst) - (s.l | FCrei*)|*dt ) , 0cp«oo, 


m. (F,r) ssupl F(Cre!!)|, 
t 


Hmp E DOSPE r Ay AAI: JE ESI. 
证 明 di Plog| FGO | 是 取舍 在 [ - 00, 000 ESR AR, 面 用 


Jensen 公式 。 知 
Alf" 
log | FOO) on] log! F(zo +reit)|dt 


Weir, Blogi FOD E Diy FUTURE. 注意 到 log' | FC) 基 
max(u, 0) log F(Z) WAA, ii| F CO | abe?’ Blog| FC) | S RE. 
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A, 用 定理 2.6 和 定理 2.4 知 定理 2.7 对 OSPAR. P= co 的 
情形 是 解析 函数 最 大 模 原 理 的 推论 。 


定义 3.1 设 0 二 7 二 occ。 我 们 定义 BH?(D) 由 全 体 满 足下 述 条 
ft E DEL ER BF CO SAL 
Fla? = Sup Mp F,r«o, 
其 中 
l x . 1/P 
mP = GE | Freit) | Pag ) ， Ü«ps«coo, 


mol(F,r) = sup | Fee]. 
E X Nevanlinna K h 4 (c ii PB ATE I (E DEL F(z) 组 成 : 


sup myCF,r)«oo, 
gafa] 


基 中 


1 fr 
mF jr) = | log* | Fret) |di). 


FAN id Nevanlinna 26, 
HP 与 N 只 有 以 下 简单 性 质 。 
Cl) HEH CAH CCN, C<p<q<o, 


(2) 1$ F(z)= > Caz”, Wil 
2-0 


1 
mF yr) = 5 


AN | F(rei!5|?dt = > Cala". 


n=0 


FEH’, 4HM24 D> Cral <o, HFA 


i= D> C2 
n=0 
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(3) p> Wella? WEB "EUER APRES 
| F + Glar SIE] aP + IG] HP, 


因而 7? 是 线性 赋 范 空间 。 
AN. Ip. «Mh, IL Ig? fe SENE He RES fS EX, 4 


Le GI?, SIFI, + ICH, 


我 们 可 以 通过 
PCF,G)=|F-GI*, 
H 


MOL HT 各 度量 ， 因 此 这 时 HIP 是 线性 度量 空间 。 
(4) FFEN, FO)=0, H 


| loglFCe り 1 [dt coo, 


事实 上 ， 用 Jensen 公 去 


1 [^ | 
— co<clog Fs. log| FCrei*5|dt 
- 1 È" logs] ptreity|dt 
= px ーー g 


1 fc ; 
ー | eg | FCreit) |dt, 
dirty log t = max( ~ log 1,0). E gt 


+ - it 
"NT | F(Creit»]dt 


31 log* | F(reit)|dt — log| FCOD[, 


工作 -eit 
gn Hoel F(re yj {de 


1 l * i 
-去 | es | FCrei*5]dt 


1 [7 
up _ leg' | Fe [di 


«x log' IFCreit idt - log! F(05], 


下面 我 何 研 究 万 ” 中 函数 在 单位 圆周 的 边 值 。 根 据 8 2.1 的 结 
A. 当 p 三 1 時 , ARIFIT PCH? CD), WEN SKER- EID. 
AERE E. 満足 条件 


H 
sup [u(re!*) | Pdt —co., 
aral = 


因此 ， 它 们 在 六 意义 与 几乎 处 处 意义 下 都 有 边 值 ， 从 而 已 也 有 过 
Fi. PLET, FRAT IK PEI AAR Cp = 1 时 只 有 几乎 处 处 意义 
PRED. ARE FCO 在 忆 没 有 零点 ， 我 们 考 虚 解 析 嘆 数 
FŒ) 它 属于 万 (CD)， 只 要 取 a 二 p， BUE cL 把 p 志 1 的 悄 
HEVIER o> 的 和 情形。 但 F(z) 没有 零点 的 条 件 太 强 了 ， 一 般 的 
FEH? 民 然 是 不 满足 的 。 下 面 通过 Blaschke 肝 积 ， 把 有 零点 的 尽 
形 化 归 为 无 零点 的 请 形 . 

5E 3583.1 lE FEN, FCO): <0, T1922 | っ tt F TE D my 
EPEA, W 


aa T oyy ュー を 
BC) = [Pez] z, P737 


TEL z| <r OM E X&r-— D— Stc Sc, A BCOJEDIATS ROUTER TC, 
HiBOO|«ICGz| D, BCE HAH AE 点 テロ タル ツウ タッ 
这 里 ， 值 得 指出 的 是 ，b(z ,2)) 实 际 上 十 把 巨变 到 D， 且 把 z， 
变 为 原点 的 分 式 线 性 变换 。 另 处 ， 我 们 称 BGs) 为 F(z) 的 Blaschke 
He Bt. 
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证 明 ”不妨 设 {z; } 是 无 限 集 。 根 据 无 穷 乘 积 的 理论 ， 只 需 证 


TE } 


<a- lz; Dp 


KREADO- [2; Doc HE. ANF UE Ln cn ご 


<]2;,,]/<e, 用 Jensen 公式 


j | Mui 


_ . 
me j+ 
a 


r 1 f* i 
leg | FCQ)| + | 2i os | 5x| IoglFGe *)|dt 
TEE 


.1 
"93 


HbMijrdk. 因此 对 任意 n， 有 


log*|F(reit)|dt M «co, 


Sios 2 [QM ~ log! FCDI. 
Zj 


mi 
AR], fi fs 


j=] 


Mili > Merle. PESA- de; D <0, 定理 3.1 ESE. 
j= 


" $2.1fjFatougz tian, SJR PEERS EL- rd 
Beet) = Jim BG) 


T. it 
z NT a 
EC LE. 
4] 


5E 1E 35.2 条件 如 定 理 3.1, 则 对 几乎 所 有 的 IEL- 1, 有 
|B| =1, 
JF A 


ims log| BCe dt =0. (3.1) 
LESE AX] -x 


证 明 已 知 (3.1) 左 边 的 极限 存在 ， 这 是 因为 积分 是 单调 上 
AR. LAELAE, Mog [Gen >0。 用 Fatou 引 
理 有 


* 1 1 
dt + dd 
NM [B Cei 5| dt<clim | tog Brey 
BN 


lim i log Bre lar<| log| pe' の 1dESS0。 


ーッ ミ ノー 


只 要 证 明 上 式 左边 的 极限 过 0， 则 定理 的 结论 全 部 得 到 。 事 实 上 ， 
令 


| 237-2 


B. II z izz; 


[en] 


1 = 1 


对 任意 固定 的 ， 有 |Bu.Ce >| =1, H4 rib, 
|Ba (reit) |—>1, HEL- o5 x]—X. 


üx 
mf uml que LCS OI. 
但 
了 工人 [Bcre’')| J, {BQO | _ 
ox ,log | BíCre!! 5| dilog EAGM 
= > log|z; |o 
j*n-*1 
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fe ite Eh jo P og, TC, 即 lim > log | 2; | 
=0。 从 而 


lim log| Bre!t) 1dt>0, 


Ti 


定理 3.2 证 完 ， 
定理 5.3(H?(D) 分 解 定理 ) 对 任意 FE HFODO, 0<pxo, 
有 下 列 分 解 成立 
F(z)=G(2)B(2), 


其 中 Cs う | x1, GOGOX0, GE HPCDD, H. 
[Gler =1F ila. 
WEAR 设 z=0 是 F(z) 的 k 重 零点 。Bn(z) 如 上 一 定理 证 明 中 
Brit. HR B(z) 为 F(z) 的 Blaschke 乘积 


peo - TI 7 (3| タ ュ ニタ 


Zi 1-22,’ 


l 
GG») = F/B). HP ar Li ett >i El- an,n] 
ー 致 , 故 
F 
| Flu? = hm mpCF,r)- lim mp (p. 7) 


F 
= Mp (77). 
4n—+>ooft, F(2)/B,a(2) + G(2). HjLebesgued jj Su BA, 知 
[Filwe==mp(G>r), 


MiniGla<iFlae. BAM. BRA, I FCO| x IGCOD | WI Fla? 
过]Glsr?。 这 就 证 明了 | FlyP = Glar. 
定理 3。4 WEFCH, 0«p«oo, Ml 
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(D MUL ary gt SEL- ox). 4i F(z) = FQ), 
> 一 > oif 


春日 FCM) CLP CT); 
a | TFGrelty - FD Pato (r>1)s 


ip | L/P 
(3) Fae cim | ree Irar ) 
Tee] きつ ツル リーガ 


=( L| LOL 
| * 


| 


证 明 ” 当 p 守 1 时 ， 这 可 由 $2.1 的 结果 推出 。 故 只 需 考 虑 0 一 
D1. 不 妨 设 。 <p 委 1， 其 余 的 情形 只 需 把 推理 作 径 微 的 修改 ， 


(OD BREGOSGCOOBGO2G /?GOGV  ? GOBCO 这 时 CG ^? 
CHP, 2p1. HG! 2 (2) a.e. FPR DIMI G CO € EF. 
而 已 知 BCz) a.e. AAR Mpa BC, AI Bc) | = 1。 这 碗 推 
出 了 所 要 求 的 结论 ， | 

(2) INP =F,F., Fy=G'??.F,=G' B, WAZAFoFCIPT, 
2p1. H 82.188945 R AH ro LIE SLE; eret- F,Ce' 51570. 
Mita WF (rel!) - Ftp = [Fue D FaCrel*) - fi の の fs の うう | 
--0, iX AC Ap RUM. 

co 由 (|[ roenja) 单调 上 升 ， 知 第 一 个 等 式 是 显 
然 的 。 再 用 (2) 便 可 推出 (3)。 

推论 5.1 若 F(z)E€EH?, FCD ELI, q5p»0,WlFeH*. 

JESA fe p>, Jj $2.1 的 结果 知 Pe FCe''OeEL? 的 
Poisson 积分 ， 故 F(z)E H*. 

Ep1, NX pnl. WF =GB, GO, [Glar = Flap, |B| 
<1. Bul h- CC HP, h(eity€ L^?, mj np1, &hceH"*, Bp 
GEH’, Mi Fc H?. WEE. 

推论 3.2 FEH CD), MWE Æ BAKER Poisson 积分 与 
Cauchy 积 分 。 
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证 明 ” 取 0 二 s 二 1， 则 


J fs l-r’ 
Qn | lorecoa 0 - D) er 


" 


F(rsel®) = ( seit ydi, 


4s1, 由 定 理 3.4 中 的 2)。 FGel!)-- FC!) GL), 便 得 
] [^ l-r? 

F(re!?) = zi 1- ar E03(g oD 4 ri Ce ‘dt, 

同 理 ， 在 等 式 


F (sf) 
PCD "gal, poe? 


č 


H, 4S1, ERFA RAF Cel!) Cauchy 积分 。 证 毕 。 
定理 3.5  4PFOOCHP, 0<p<o, F(z)¥0, MHLE 
HEL- 1,1], fFECe! x0. 
证 明  HPFCH'A FEN. AEEFCODAXO, dH 分解 定 
理 。 这 时 
sup i |log | FCeit)|idt<œ, 


Dl 
a 
| [log | FCe'*5 | [dt eo, 


故 对 几乎 所 有 的 EL- 1x], AFC NO. 

推论 3.3 (唯一 性 ) 2 Fi), FC EH, 0-pb-co, H 
M tC FECL ~ n,n], Pye) = Faceti, [E|>0, J| F= Fo. 

WESS ”只 和 需 对 Fl 一 FF 用 定理 3.5，。 

注意 , 送 唯 一 性 定理 基 入 強 約 。 宅 表明 , 対 H? cS TELE 
数 ， 它 在 边界 的 一 个 正 测 度 集 合 上 的 值 ， 便 唯一 区 决定 了 和 它 在 单 
ALIA Tt. 

定理 3.6(F .Riesz-M Riesz) 37 4 ÆTLA PR Borel 测度 ， 
‘Ely SE Bro Fourier RA 0, 即 


| eiktduit) x 0, k= i,2,, 


则 4 对 他 上 上 的 Lspesgue 测 度 是 绝对 连 练 的， 即 fr TES ELT), fü 
f deU = fdt, 
WEAR id F(z) Ai Poisson#ls7, 即 


re の = エエ | ooo der oo dA (t) 
ox -x I—- 2r Cog — +r? 


Af V 'kleiktó6- 1 duct 
— sd. r e B (t), 


で c 


ーー NC k pik @ 
デン GT c ; 
k=0 


其 中 
lí" .. 
a, = sul ・ iktduct) 


時 的 非負 整数 項 的 Fourier 系 数 , 満足 


lay | dle). 


| eonen [ diano. 


JSFC€H. F=), HJELT). xR, f 5sit] 
的 Fosrier 系 数 ， 了 于 是 /td = duco. E. 

粒 路 地 淖 ，7 王 的 一 个 有 限 Borel 测 度 的 绝对 连续 人 性， 与 它 的 
Fourier 系 数 的 符号 很 难 有 什么 联系 。Riesz 兄弟 的 这 个 定理 却 把 
这 两 者 联系 起 来 了 ， 不 能 不 说 这 是 一 个 很 次 刻 的 络 采 。 这 绑 果 用 
万 “ 空 同 的 理 疹 正明 起 来 却 十分 簡単 。 由 此 可 児 天 空间 理论 的 作 
FZ ~~ HE. 
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定理 3.7 HED), 0 ご p<, 
正明 ”只 要 证 明 有 理 系 数 多 项 式 在 HDR 密 即 可 。 事 实 


上 ， 记 F(z) = Sew, F,(2) = Fz) = Sours", 则 


| FCel*) ~ Frett] ,>+0 Cr D. 
由 定理 3.4 知 |F- Pele 0. Ber SE up F 1, lF Flap 
N 
小 , d FOO 在り 解析 , MAN 充分 大 , HAD Certz: 与 


k= 9 


F(z) 可 一 致 地 小 。 再 取 有 理 系数 多 项 式 ret 它 与 


や orket 
k*0 
之 差 -- 致 地 沙 。 WEB. 
定理 3.8 PEGE RI, 0 こ か で oo。 
证 明 音 先 正明 , FEH”, IFlar=M, R 


IFOD | X M/CL- |z). (3.2) 
事 次 上 , V p-1, FGO- > Cxz*， 则 
ke > 0 


Crk | < 上 | | FCre!! 5 |dt <M, 
令 r 一 1， 得 1C AM。 从 而 


FICHES NAIL c M/G ー |z|). 


rpl, WjF-GB. HRG) x0, (Glar = ap e & GP HE 
MEERA, HIG la ZM? BUG? EISMA- le), $ 
IGCO |] «M/QOc-[2DV7, AT 

| FG 1G GO] x M/QO - |z)»^*, 
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PLACE, E H? 是 Cauchy 列 ， 即 | Fa — Fmi >00, m=), 我 198 
Up EHP ae. BAR FalaezM. XHEXDBDER) ORI, Hl 
(3.9) FP, COE z| CR * e— SU FR. AMERO (EL | R 一 致 
有 界 。 因 此 Fu(z) 在 [zj 去 R 一 致 有 界 同等 连续 。 故 有 子 序 列 Fn, 


fE|2|<<R —$* We S. 到 R= > ar Abt fi 线 方 


法 , 便 知 存在 F。 的 子 序列 F。 , 宅 対 任意 9 た 1。 Elz パー 
rie SF C2). WEARFCOOTE|ZICAWEDT. 6 


£y, = max \Fa-Fmile?> 
"s. SN 
Wil 
i| | FCRe!!) — Fa (Ret) | Pde 
27J- 
= lim * | |En (Reit)— Facelt); d£ 
k 4:93 一 X k 
<<snr->0， 


其 中 8 =max(p, 1). Mii Pa -Flur 001). 


$2.4 spew Er Hilbert, 
上 半 平 面 的 "空间 


定义 4.1 PEE LICE) GRKA, uret) f fy Poisson FR 


Ay, (ret) u ny tk eu VA feq, vo) =0。 "t x, f fs dk Siew 2x 
为 ^ 


fa» = Lim vCrei!), 
rod 


viu ee aR EEE. BHRIS AM, PIU al 
考虑 它 的 正 部 广 与 负 部 三 
定理 4.1 设 F(z) 在 D 解 析 ，Re F(z) 之 0， 则 对 几乎 所 有 的 
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tel tr “ze bt, FC2 ROR AE. 

WEAR 由 于 11+ FC2) |S Re(1+ F(2)) 1, ARR eB 

G(z)=1/0Q + FODODOC H^(D). 

内 Fatou 定 理 知 GCz) 几 乎 处 处 有 边 值 ， 生 不 等 于 0 (唯一 性 定理 ). 
Pit F(z) = G(2)"' -1 几 平 处 处 有 边 值 ， 证 毕 ， 

推论 4.1 PEPE LT)， 则 了 几乎 处 处 有 意义 。 

定理 4.2 (M.Riesz) SEL’, I«p«co, Mj JEL’, H 
HP s Cpifl. 

征明 证明 分 三 步 进行 。 

(D 先 设 1<<p 委 2。/ >20, X0. iRu= POCO，F(z) =utiv 
在り 解析 、 "(00 =0。 这 时 xz) 盖 0。 我 们 先 证 明 


| vere' PLC | lucre Pde, (4.1) 


AFC) =| FC) | el fyl) xn/2. iX E 


(ucz){? = | F(G22 |? | eesp C25| 7, 
(e(z)! = | FCzD | siny Cz) |. 


RUE E. 存在 Cp. Dp>0, EB 
|sing|]PzzCp|cos0]P - Dscospó, 19| <<r/2。 (4.2) 
M. <r( そ 6)<Ipel<x。 Mitis 


cospü «c cosp( =. ~ 5 )<0, 
HJ — cospi — cosp( ー s)>0. 这 样 ， 可 了 Dp>O 充分 大 , W 


DES -5<10| 入 > 成立， itjsálo]« 5 - 8 時 , 
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cosgœcos( 7 一 ó) = sinó > 0, 


取 C50 tE f8 1-CgCin5)? - Dp。 由 此 知 (4.2) 在 19| 委 /2 成 
Me 
现在 来 看 (4.1)。 由 (4.2) 得 


jpeg [^ LE peret) |P [singcre!t) | Pat 
<Cp | | F(re!*)]? leospcre!#) | Pat 
- Dp |__| F(re!#) | Peos pyCrett)di 
=C'p | ue lrdi— D; | Recreet の の de 
=C, | jade の IPdr- 2n Dp ReCF(0)?) 


«C, | [ucrelt)| Pde, 


EPRI Re F) HT VA ERA PEA ee, 以 及 F(0)〉 = 
4u(02250, 
(2) 対 2<Sp<oo, ERA. DX E Sr. RATA EE 推 理 , 


把 L? 的 情形 化 为 L? 的 情 形 Job eoa, ユー 
IEL” (T), MRTIH 


f v(re!!)g(t)dt = -| 


ureit 8 (t)dt, (4.3) 


事实 上 ， wh) = PC9)， w(z) 9h C B Ak ge SAT ER 数 , w(Q) = 
D. xii 
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v(rz)h(z) + u(rz)o(z) = Im((u(rz) + iv(rz)) (hx +iw (222, 
Hoz-OB, BHO. BUSES 8) [E xg PE SEO s — 1» 
f 


| (v(rseit)h(selt) + u(rsett)u(selt)»dt =0, 


& sl, ti Fi<p’<2, 知 heteg) (LU, eGettyy 
Gt) (LP), REHAT DAL. 

由 于 

(eenia) = sup F rrengoa 


I9gip wl! 


多 


2 ， . 
f v(reit)g(t)dt | = i ure ty ot | 


n P 
s(| iucenira) unns 


" 1/P 
«c» Mol. (| ucena), 


这 就 证 明了 (4.1)， 
(3) 対 1p ご oo。 fELP(T), =P), v Jaume EM 


rg, Wl] 
| ucret jat [ | f (t5 | Pde, 
因此 ， 存 在 9E L?， 使 得 = PCO), Horeg). theo =F, 


JE B. T lp Coll». 定理 4.2 获 证 。 
值得 指出 的 是 ，M.Riesz 定理 4.2 p - 1 不成立 ， 例如， 也 


=r 


or cost +r?" 


fO =P= 


Dl 


- +2 FN 
|| $2.1 Poisson 核 的 推导 过 程 知 ， 它 是 解析 函数 ;的 实 部 ， 而 
对 应 的 万 部 便 是 


2r sint 
1- 9r cost +r?” 


F 01) = Or (のり = 


en E Pp (dt= 1, 容易 计算 


B IQ, CO dt = flog Lt. 
fni flc sor. Wri, 便 推 出 矛 盾 。 

id 

ReH?(D) - {ul 存在 F(z) € HPCDO, 使 得 ぃ = ReF}, 

lull pegPin; = {Fl uP» 

Hh FE ReF=u, ImF(O)=0. 根 据 定理 4.2, 当 I1pcos 
時 , dn RHE HP CD) 中 HAA RE ECITJUR CE GI E UT OS, 
| Pr fh ae al ReH? CD) Al BJ. X a 记 Re LTO ARE 
的 L?(T)， 则 仍然 根据 定理 4.2， 它 与 Re H?) EBD. RTI 
担 这 事实 写成 下 面 的 推论 : 

HEYEA.2. Mi<p<cofff, ReH'ODO Re L'CTO && dd £3 88 
Banach ii]. 

“p= 1 时 ， 类 似 的 结论 并 不 成 过。 但 我 们 有 

定理 4.2 Re H!'CD) 3 

Ie Da. Hfc-ro» 

是 周 构 的 Banach 空 间 ， 其 中 后 考 的 范 数 定义 为 1 t d£. 

证 明 ibuc Re H QD, HI F(z»)-ucivc HCD). 3x ht, 
Mr ub, u—f(OLD,. Mme fL’, H 

lulgentos LCAS h + hf). 

few, feu, FEL, MPC) +iPC EHD). itus PD, 
v= P( お 。 由 定理 3.4 中 3③), 有 
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HUS Hmc +if ili = Clu tivlar = Clul rentos 

ee BAZ, AL HE URE AA Sa]. 0 二 ?<<1 时 ， 
ibi EOE. MB Yl <p-coc Ih} APES LP Pe 4p ASR Ef 25 VIP, 
MASE H HRA, TERE SE EA EO cp 1 的 情 形 . 

下 面 我 们 寻找 一 个 通过 了 来 表示 了 的 表达 式 。 设 4= pcp), 
v du TERE, "(03 = 0。 注意 到 0 (D = 」」 ar sing 
是 Pr (tO) Wok Be A Zr. — 便 知 


— Or cost +r? 


iy. 1|" |  2resint _ 
vers =o} Goer cost wpe CO t)dt, (4.4) 
由 于 
. ot Í 
2r sint 4r sin C08 ^y 
I-9 com SP Gey ay aint È 
2 
rMIF 。 我 们 猪 想 


tg t/2° 


\ 1f f-t 
ME 07D gi, 


IGUAMIIBEUD.,. (= Gea, RIE ÈRA O TEE., ună 
^ N Ef] AE -hE WHY 
定理 4.4 GSFC LIT), 書 対 上 ル 平 所 有 了 的 6E[- ヶ xr] JH 


, TW — jsp i EAL “Oa 


-lim に が 6+ り 一 69- の 4 た 
To ote 7/9 


证 明 取 e=1-r， 当 se-0+ 时 ，r->1- 0。 根 据 7 的 定义 ,只 
要 证 明 


D3 


l 0-0. dt—0. 


g.-rvr(rel*) 一 


l-r<jt|<n 28-5 


用 表达 式 (4.4) 代 入 ， 便 有 


int 
g,-1 (cor cost エロ (9ー り 9 
1 1 ドミ ュー ザイ 
+4 | LL D3InF. ーー キー げ C9- の dz 
x } -2r cost +r? t 
l-Patt jaa 2tg 

2 

= 上 Il. 


注意 $8[o.O0o AE PE BI | Or( り d 2 0, [A [sint | z [e| sS 
| t].1-f7 
l-r, T8 AAI 


lli€zq.5 IFW- - [Q5 |di--0 で ー0) 
[l| i- 
对 ae, ecl- an, r] R. 
由 于 
Ər sin 1 C05 t COS d 
rsint 。 l " 9999 ”2 


l- 2r cost +r 2tg £j 2 (1 一 r)? 44r sin? を 2sin t 
2 


= coc LIEN d-n’ ーー 
2 osin と て (1 一 7 の 2 上 』7 sin?t/2) 
A 
IT lca- の * Uc - b JO au, 


Lf < | tls 


j FCs) zii |/X«9 t) — f C0) | dt, {E f 的 Lebesgue 点 0, FE 0770, 
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只 要 1s| 二 8， 有 一 Fs) 二 se。 用 分 部 积分 ， 便 得 到 
ii«ca-n- E09. 
n 
C " FO a, 
+ © pa-rn+aca-n{ Cas, 
把 最 后 一 个 积分 分 解 为 两 项 进行 估计 ， 有 


4 ware 3 
(l-r)? FOS) ds Tell ー 7)? 45 Ce, 
wow iu f s 1 ~ 了 x? 


a-ne{ EE Qd- 2 ay i£ (0— t) — が 9 の) idt, 
Js S 


項 具 要 1ー テ 充分 小 , E | 过 Ca。 定理 1.4 证 完 ， 

定理 4.4 把 1 通过 了 的 一 个 奇异 积分 表示 出 来 ， 从 而 把 HH? 空 
亲 的 研究 同 奇异 积分 的 性 质 联 系 起 来 。 

inW fe Moy n (CRE ED. 18 RAB Big RD[(z]€ 
C. z=x+i, XER, t0), HERMANA, 基本 上 
都 可 以 移 杆 过 来 。 这 时 ，R? 的 边界 是 尽 。 它 与 圆周 了 的 区 别 在 
FF. TCHR, mRNA. Wik, Brink a EATER T — p 
及 了 的 紧 性 的 性 质 ( 例 如 ， 党 数 C B F HP'ODO. H^CH?CHP, 
S344 7 二 0， 等 ) 以 外 ， 前 面 和 叙述 的 结彩 ， 在 上 都 走 成立 的 。 
移植 节 方 法 ， 一 -种 是 通过 从 R? 到 D 的 保 角 映射 ， 把 在 上 半空 间 的 - 
Wie. JAR A D 的 研究 ,但 注意 ， 保 角 映 射 并 不 能 直接 把 
HD) 映 为 HICR;)。 这 里 需要 一 些 技 巧 ,例如 ! 凋 和 控制 . 有 兴 
De HP EAB G Garnet A Ga]. 5) — fp TE fà 的 方法 是 用 类 似 
FEMA., 我们 在 下 面 只 列 出 一 些 重 要 的 概念 与 结果 ， 而 
把 细节 留 给 读者 (参阅 .B31]，LGRj) 去 完 

上 半 平 面 的 Cauchy 公 式 起 


F(#) = il. Lay, 
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idz-xciu, 把 其 中 的 核 - -一 写成 复数 的 形式 
EM "a b ーー +i Ty 
z-y (x-y) +E (x-y) 


自然 ， 我 们 定义 上 半 平 面 R? 的 Poisson 核 为 


“fg FE PE Poisson 3j 


Q: Q) = gig < 


的 Foisson RYPE J 


| lp ned 

PO = Piris] (x M ple. 
了 WIE Poisson Ro NENA 

QUO) = ~ Qn * fC) = yi 0039. 


显然 ，Poisson 核 具有 8$2.1 所 述 的 P (5 的 三 条 性 质 。 不 难 验 
证 ， 8 2.1 与 42.2 的 全 部 结果 都 可 以 推广 到 R?。 
RPE MRM" SE" 为 


1 /P 


[Fy uP) = cup(| | F(x + it) Pdx ) , 
Mfg MH? 空间 为 
HER?) ={F(2) ER? 解析 , Hi Ag Fi ?in? KO}, 
癌 单位 团 的 情形 一 样 ， 我 们 在 RP 可 以 建立 Blaschke FPI, 
因而 有 7 Rar MERI, AWA HP HR ro MER JL P 


处 处 意义 与 也 范 数 意义 下 的 边 值 f(x)，。 
f fe RI Lim dE eR Be I] RT 2E X29 f Ir) FE Sg Poisson 积分 
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oh = | ., 
T. 


nm 


M r0 时 的 边 值 ， 形 式 地 在 上 式 取 上 =0， 便 得 到 积分 
1| (エータ) 
HE 


把 它 理解 为 主 值 积分 ， 它 就 是 /的 Hilhert 变 换 。 类 似 于 定理 4.1， 
4.4， 可 以 证 明 ， 当 feLiCR) 时 ，f 的 其 罗 函 数 几乎 处 处 存在 ， 
H€ET f fy Hilbert 变换 


Hf) (x) = Lpf HS Day 


-l lim IC- Day. 

N s~o) YI>e y 
RT HEEL? 到 L? 有 界 的 结果 (1<p 和 22)， 可 以 从 更 一 般 - 
的 结果 第 一 章 定 理 3.1 得 到 。 这 样 ， 我 们 同样 有 , 当 1 天 p 一 co 时 ， 
ReH?(R2):5 ReLP(R)sg 4A] EJ, 面 当 の =1 時, Relf'(R2) 拓扑 
la] He F | 
(| と だ (が)。 H (の と と た (な) )。 
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第 三 章 及 ,上 的 五 空间 


在 第 二 章 我 们 已 经 看 到 解析 函数 在 单位 图 内 或 上 半 平 面 上 的 
H? 空间 理论 中 起 到 了 决定 性 的 人 作用。 显然， 所 有 这 些 概 A 和 方 
法 ， 都 不 容易 推广 到 高 维 欧 氏 空间 中 去 。 为 了 在 高 维 欧 氏 空 加 中 
建立 起 相应 的 H'ZsmRIERIE. LE BeBe — hk & vr 8i fr] AL HP 
空间 理论 时 所 采用 的 基本 思想 和 方法 。 

设 F(z) 是 单位 加 D={zEC [Z| < ARRIA, H 下 
面 的 条 件 

sup | IF rei?) | Pd < ou 

可 以 推出 了 (>z)? 满足 Blaschke 条 件 。 利 用 Blaschke 乘积 便 得 到 
(2) 的 -- 不 分 解 Fz) = CGB), Hep お (z) 是 前 Blaschke 乗 
E, CHODE D 内 解析 且 无 零点 ， 并 满足 

sup |G (Cre's))?d0= sup | | F (re!'?^5|?d0— co. 


OxT-l ~] 


对 任意 周 定 的 P ，0<p 近 1， 存 在 充分 大 的 整数 N ,使 得 入 p>1， 
这 时 Cz) ALLER Cz) =, X 中 G(s) = [CC=)]w i D 
sup | 19ee の IPPd6= sup | 1Gcre' 1?d0<o0, 
注意 到 Ap 二 1 以 及 第 二 章 2.1 中 所 讨论 的 调和 函数 的 边界 性 质 ， 
で Ge'?) 存在 非 切 向 边 值 ， 由 此 得 到 C(z) 非 切 向 边 值 的 存在 性。 

FS Blaschke 滋 积 的 性 质 ， 便 可 证 得 天 存在 非 切 向 边 值 。 
实际 上 ， 从 另外 -- 种 观点 也 可 以 得 到 上 述 结果 。 我 们 知道， 
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X FOEDE, Woxo-p-co, |F(z)|? 是 下 调和 
ERG. BOB EAN E ET TE OCC. F COGO EL RC D Wf IAAL eg 
数 , HF|? ROM TARR, 別 由 条件 

sup " | F(re'*» |Pdg oo 


)-T«1 - 


便 可 推出 FCz) 丰 在 一 个 棚 小 调和 控制 ， 即 存在 — A jdn cm Be 
H (z) fiif 
VICILES (2). 


IA BESSUEB)HGOTRTEJEUDIUMÍÉ, Mjh Fatou 定理 ( 见 ER 
定理 1.5)， 可 以 证 明 F 存在 非 切 向 边 值 。 | 

这 种 新 观点 为 在 高 维 欧 氏 空间 中 建立 相应 的 HP 空间 理论 指 
Hi SRT Mae. TPR, RECEP etal HE ORE Br ee 
数 ” 概 念 到 高 维 欧 氏 空 间 并 证 明 |FCz)|? 的 下 调和 性 。 六 十 年 代 
初期 , E.M.Stein 与 C.Weiss 正 是 基于 这 种 想法 ， 首 次 在 高 维 欧 
RER rr fH? 空间 理论 。 不 过 ， 在 证 明 下 调和 性 时 ， 要 oR 
p 充分 接近 于 1 。 姥 使 如 此 ， 这 对 以 后 五 ? 空间 理论 的 进一步 R 
展 仍 起 了 关键 性 的 人 作用。 接着，A,P.Calderon 5j A.Zygmund 应 
用 类 似 的 思想 ， 推 广 了 EE.M.Stein tj G. Weiss 的 £5 R, 対 0 一 p 
所 1， 在 高 维 欧 氏 空间 中 建 这 了 完整 的 号 空间 理论 。 

本 章 将 着 重 介绍 Stein- Weiss 所 建立 的 高 维 欧 氏 空 间 的 HP zx 
间 理 论 。 


$5.1. NMA AER MHZ ite 


关于 L’ KAY Poisson 积分 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 1.1 ig fELPCR"), 1<p<co,u ji f [fj Poisson 积分 ， 
出 

(a) u 的 边 值 几乎 处 处 存在 县 等 于 上， 即 hm u(x,t) = f(x) 
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X xc R? 几乎 处 处 成 立 ， 还 有 
uc» Dips lips (1.1) 

(b) Micpecoo, luce, DFC lp 0—0); 

(e) de f dk R" 连续 ， 且 lim f(x)=0， pj と っ 0 時 , u, 
对 CR" OEIC. 

证 明 (a) 几乎 处 处 收敛 可 由 $51.1 中 推论 1.4 得 到 。 当 1 ニ 
pooh, CL. DÆ § 1. LP AE BRL. 310 BL BEAN IR Wd o = HS CL 
显然 。 

Ch) 平均 收敛 可 由 $1.1 中 定理 1.4 得 到 ， 

(c) 由 条件 知 , XHEX 670. f£ (E0770, px y| <6, wt 
Alfa wy fC | <e Hf xe R -AR TE 


uD - fool e | p AED Pd 


= || reco OP: (の dg] 

<| ED FOP dy 
+[ G-p- DIP Ay 

cef „Pedy 811 | Po 


ce+ailsi.[ lo day>0 omo» 


FIET 
这 就 是 (6) 所 要 求证 明 的 。 
定理 1.2 Buco Rt AA, H 
sup |uC strpos 
则 
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(a) 4l<pxiooft, Æ 在 € L' CR?) [ji Hu 是 了 的 Poisson 
积分 ;u(x,t) = P,OD QOO 


(b) Y= 1 时 ， 存 在 有 限 Borel 測度 | ,1dx| 二 ,使 得 


吉星 上 的 Poisson 租 分 : u(x,t) = P.UOD (X). 
证 明 Ca) HisupiuC* JA) pcos, Laps, 知 存在 序列 
(ty) tym O(Km 20), 使 得 UC, t OX HKA FR EL?CR")， 


WIMMER 9 CL?’ CR), ; tek 


| u(Cy,t,)gC()dy — | 7 の gcpdy (ko), 
HAER xE R”, t>0, 取 g(y) Pu(x- o, WA 


|. uCy t) Pa. y)dy > | 7 の Pe- ydy= P P). 


WF uG, O R WAL MER Æ E 4/00 =uGxytc) 的 
Poisson B1 2), 'Z WE P u(x,t t0, te -0 Bb. utet) 
u(x,t), iX SIE] P uc, =P), 

(b) BILE), HisupluC* ,D f coo, 知 存在 有限 測度 々 。 


| Hi こ sc、 使 得 ヶ 赴 C・。6 う 的 * 絞 概 限 。 即 対 任意 7 と C。, 
og の dy て | 9 の de の (k—c0), 


Jnnt Proc d 
-| ,PaGc di = PO) (2. 
R 
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Af eae, AAW Bo SEC utt, "EX HIT 
u(x,t), Mif uC, 2 P,ODOCO. ure. 

Sn 75 HS AARRE DJ RCA C55 4E UI A, ETT RE 
以 下 的 进一步 的 结果 。 

定理 1.5 说 [po0,， fcLF(R'),u(x,D =P, Bil 

(a) w(x) = sup [uD] SAMD), FAM (DX Jf 
Hard y-Littlewood ft KAX; 

(5) 对 几乎 所 有 的 ER ， 有 


lim uy, D = f(x), 
) 


证 明 (a) 設 | リー で XB 


jucy, D | Cs | a ーー -ayi J (る ) [dz 
R jy- z 2 


<C,| t-n] f(z) | da 
t 


iIzZ-r!c2 


+C,| ne FD |dz 


Dir-risiíft(q?.dyzi2) 


一 I + I . 
8 ER T «CAM(OQO. ili 


U<Ca>) 


k= 


t 
(t? + |y-z|?y*iv? |f (z»|dz, 


1 
akKgep2-r}<a2ktl sy 


ik g BY jz- Sekt, jy-—x!<t,koim, |y-zlSl2-x|{ 一 
[x- p 22*^'t, Wit 


ISCA CeiD | 7 の las 
E23 uM 
I£-ri1«2 t 
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< C. D KtR IMCS) (x). 


k-21 

(b) Hp GO 以 及 Hardy-Littlewood fg KAR M (p, p) Cp Ld 
H5, D 49, AEF S 1. 1'RfEIEI.289 LER BP EGE). 

不 难看 出 ， 定 理 1.3 的 结论 对 角 锥 |x- y | at, a0 15 X S. 
其 证 明 是 完全 类 似 的 。 

一 个 RU LAP PAR, 如果 満足 一 定 的 条件 , Wl 存在 
—^ sms xir Rot! 上 的 及 ?空间 理论 起 
了 关键 人 作用。 下面 我 们 来 证 明 这 个 结论 。 

定理 1.4〈 调 和 控制 ) 设 v(Ox,D220, Æ RT" FW JF W 
ig 条件 

sup| 1rGr, D] 1d = 0% <o0, ]1x:q-«2o, (1.2) 


Wl v(x,t» fg R! 存在 一 全 概 小 週 和 控 制 。 即 存在 R?U EAS HB 
PAB (x, め の , 使 得 
(x, Zg(x,D, Ha, D ERIH, (1.3) 
HX J (x,t) R^ hma. DPF, 別 gx, D x (x,t) 
HD RM 成立 。 
UE—-AF, Mat sh, 9Cx, ORT SELIR?) 的 Poisson I 
分 , Hf le SCs 当 49= IM. 90%, DAE CTH BUE 々 的 Poisson 
Bo. A| ,idlC。 
正明 FERJALI FAREA 
cup lvis, DI SACO MI , (1 4) 
rer” 
Hepa ARM TAM. 
事实 上 ， 对 任意 固定 的 (yt) CRI. dB Bi, = {04,0 
we Re, | Cx,0) 一 (Xo, to) | lo/2}。 由 り 的 下 调和 性 知 
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|u(x9, 42 | FS B | | vx, t) |*dxdt 
| tol B t 


3t, 
M | ， Ir (x, t) | "dxdt 


znel 
by toe 


q 
< Ay, 


ty 


由 此 立即 得 到 (1.4)。 
下 面 我 们 证 明 ， 对 任意 固定 的 10770» HB >to Ml 


lim v(x,t) =0. (1.5) 


PILESLL 


ma. 4), FATA ERA, XF tE Lto ti], w xj E Rh, だ 
可 以 任意 小 。 为 此 ， Hy r>0,r <t. id |i B={(x,t) ERI; #0 一 7 
べた て ちち +r}, 我 们 有 


t,+fT 
| v(x Dtdxdi = | | v(x dxdt 
B to T R” 
«cC (t, ba t 2r) <O, 


因此 


lim} v(x,t)?dxdt «0, 
kJ B, 


其 中 
B= {x,D ER, [xf Sk} 8. 
対 任意 | | ルキ ティ 6 て と て ちゃ 存在 一 个 以 (x，) 昌 为 中 心 ， r Wy hE 


v(x, I< rel, v(z,t)idzdt 


«x v(z,r) dzdrt, 
Bk 
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这 样 便 得 到 (1.5)。 | 
34i 185 4E RT ELE RAS vx ,O B B Ru de ER 数 g(x,t) 
I. 


ge Cx ,U) =| の (うど (エー y)dy 
R 


=| nere ane) P Ody, (1.6) 
于 是 
MEET QUO E) dx c C1, 
R R 
得 定理 1.1 中 (c) 还 知道 


lim| eC .,e)- 9g.C » の 1。=0。 
i ou 


我 们 来 证 明 r,e ttig (x,t), 
事实 上 ， 对 任意 5 二 0， 取 击 Fear, t1,k 充分 大 ， 可 使 
V(X,E +t) — ge (X,t) <6 (1.7) 

fER={(, HERE, |x] ak, tot ORL or. 再 HIT 
Wn RERE, 知 (1. の 対 (x, り ER?+! 都 成 立 ， 也 就 是 说 
U(X, E+ D)szg. x, D-a, OER? 成立 。 MERG IE WY 
ゃ っ さす 0 時 g, (xb 存在 极限 且 极 限 VC, ORE a, DRA 和 控 
fii. 

IH (1.2) 与 Banach-Alaoglu 定理 ， 存 在 序 Ulli Ek}, Eg > 0K > 
co), {87924 4 lit, v(x,e,) * Be 8k FFE LICR"); 4q=1 
Bt, v(x,e,) * SICA FARM BE 4。 在 (1.6) 等 式 两 边 令 6,0, 
便 得 到 


g(x,t) = lim g,, cn | JODP,- y)dy, 41 
z0 R 
或 


r 
gt) = lim ge, (x,t) JA duy), 9=1。 
+ 7 
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BR, 9, DEWAR, MÆLA, Ept SI xD hiep 
取 概 限 , 便 得 到 
り (Y, の SS の (Y, の 。 
9《*X, 四 的 极 小 性 由 证 明 过 程 可 以 直接 得 到 。 
定义 1.] exe R^, 我 们 称 定义 在 Rt" ER PAR u(x,t) 
在 xo SEDI AFL, BAR FETE o> 0,40, 使 得 
sup lucx,t)|<oo, 


in fer iggy) 
其 中 | 
Co = {ax DER, [ex] «at,0-—t--h), 
定义 1.2 WE x, C KR"， 我 们 称 定义 在 R**! EAR u(x,0 
TE *。 AJER, Apo 任意 的 c 三 0, WR 


lim u(x,t) 
(そう て ( そ 0) 
(Pte glo) 


存在 。 

wR, 若 u(x, り 在 xo 存在 非 切 向 概 限 , W u(x, め の 在 xo JE 
Ip ER. EKK, 反 和 辻 来 是 不成立 的 . (AAEM AA eR Be w(x, め 
来 说 ， 在 几乎 处 处 的 意义 下 ， 反 过 来 却 是 成 立 的 。 这 就 是 下 面 的 
Fatou 定理 。 

定理 1.5 (Fatou) įk u(x,t) Æ R yj, ECR", Hu 
ft E EIEDR AR, Wu HILERA 的 xc E, 存在 非 切 向 极 
R. 

为 了 证 明定 理 1.5， 我 们 需要 下 面 的 引 理 。 

引 理 1.1 utr DE Ri, ECR", udE E LIED a} 
有 界 ， 则 对 任意 固定 的 £,0,h>0, YEXEX&SAEEL,C ELLE EM = 
M(a,h,eg), EB mE- Ep «e, ifj 

lu(x,t) | xc M 

XJ— UK x,0€riop, x«c€E, 成立 。 
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B [881.189 35 XXE T» 在 除去 一 个 测度 任意 小 的 集合 之 后 ， 
u 可 以 在 任意 国定 的 角 锥 Da ESKA FR. 
引 理 1.1 的 证 明 i$ Qj,hx WEAR, N 是 自然 数 。 令 
En,j,k = {Xo € Ei sup lul, DI «NJ. 


saper” Eng) | 
d . 
BA, E= U Esa. 我 们 要 证 明 , 对 每 一 个 固定 的 Eo= 
Ew, j.k’ 存在 Eu C Eo 使 得 mE, — Eq) <s/2N*htk, 而 
sup u(x, D | て が 


Ae 
(Evers TIS 


对 一 切 Xo € Eoo n. 
对 Eo, li as 7 2j. ho = tpo 由 Eo HJ ri 所 几乎 处 处 都 是 全 密 


な at 任意 1-( n ) «nel, 存在 6>0 E EwCEw 使 A. 


m(E, - Eo) «/3" 7 **, if 


m(BCx,r) ( E 
"^ m(B(x, r)) 
对 所 有 x€E, Br<d 成立 。 
AU hih, 満足 ha. Wach, EEO + ah cah. 
这 样 ， 我 们 只 要 证 明 对 任意 x; € Ej, A 


>n 


rere = U reo, (1.8) 

WEBB, Eo 中 每 一 点 上 任意 固定 的 角 锥 ， 都 被 顶点 在 Eo 上 而 
4 ta fs FA HE Pr T si. 

为 证 明 (1.8)， 我 们 用 反 证 法 。 不妨 设 Xo 为 原点 H. Xo © Eoo». 


mi r cow U rye. 这 意味 着 存 在 (xz,D ET GO, HI 


r€Eg 
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[x|«at,0«t-—h,, fHéÓx,t) & U r’ "00, 也 就 是 说 ，B, = (xl 


IEE 
ER, |x! - x| ご go 中 没有 お 的 点 . 这样， 在 Bs= {xE Ro, 
|x| (ac apt) & & AR BB 不 含有 Eo 的 点 。 于 是 我 们 得 
-到 
m(B, ES —Cal (a  o,)*t" ~ age") 
m(B,) C,(at+a,)"™t* 


但 是 由 于 球 B, 的 半径 人 (a + a t<(at ah Kaha, 面 原点 又 
是 E, HERA, 央 此 


了 矛盾 。 这 就 证 明了 (1.8). 
定理 1.5 的 证 明 由 3 引 | 理 1.1， 不 妨 设 EE 本身 就 是 紧 集 ， 


R= U T(xo)。 我 们 只 要 证 明 ， 当 4 在 RU 调和 ， 且 在 多 上 


|u| LB LP PATH. C EEB lim uC ETE. 
(x,t) # 
* 1 1 
f uf x, — , MX 7-)€ A, 
eof OA) AOD 
0 , 其 他 ， 


Pe (x t) E Om 的 Poisson 积分， 记 Y 满足 
1 
u(x,t + a) = PmCX sb) +UmCxX st), 


Alen (xt) | <1, Anfririm,), 使 得 Pm. gg c Se TF 9, lecx) | 
CI. Amt (xD cRTU, Pm CX st) Y P Cx st), Wert) Pe 


68 


的 Poisson 积 分 。 另外 ， 当 mr->o0 有 时 ， (ste) uD Ej 
此 ， 当 mkco Bt, Vs ODARE, VOD, 宅 満足 


u(x,t) = e(x,t) + vOxr, D). 


HA 9(Ox D SLA PEERS Poisson 积分 ， 由 定理 1.3 Au (x0 在 
LLP Xb ae TF ESE) XD [. FÆ, FSA DERN Cx, 6) 76 EJL 
SP Ub Ab fe EJEDE BL. ScER b. RETRE (x の F EKE 
Uns Oo. Sk, FRNA, EYEE E 几乎 
处 处 存在 非 切 问 极 限 0 ， 击 在 多 于 它 控制 了 Yt. 

记 8439-29, J]4., 其 中 Bo= N=0}, = 
B\ Boe RATE MED RB HC OAR AAP PEM: 

GQ) H¢x,t)fE R?! 上 调和 和 

GD Æ R! b, H0; 

Ci) Æ .@, b. H2; 

(iv) EER HCD 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 0， 

CV) (VR CE) SI HOOGD, ODER, RE mE X. 

uud. Hune = CLP, Clee) +t} Bay, Ze UE HC, t) 
满足 要 六 (iD GDH CGY). 

JEH C.D WRG, 在. 多, b, 当 t=h 时 ， 取 C 充 
DAC 2/00, WI HODAS. WE Z 的 其 他 部 分 ， 即 (xoy 


l.. 
t) € B, fj i0 th}, 这 時 b = Tto E). ex LA. X9 为 中 心 ， 
ato 为 半径 的 球 必 在 三 之 外 ， 从 而 


t. 
Pe (tec) 7 C | — d —— ex dy 
IY -zol<ato datiy- x|) 2 
t 1 「 
On ーー mel f wel | dy=C,>-0. 
(1 +a?) 2 2 1 サー テロ | てら を 
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夏 只 要 取 C 充分 大 ， 便 有 (站) 成 立 。 
最 后 验证 HOD 満足 の 。 対 充分 大 的 固定 的 m, MEHE 
法 。 如 隶 不 然 ， 则 存在 (Xx ,二 )E. 人 多， 使得 
[Um Cx ot’) | Z2 HOx ,t^) +e, (1.9) 
Gi» mye’ tS Se. AIRE TE Or ot POO ME 
OR, 使 香 
IV Cx st | HX, ot) t €. (1.10) 


"n IN ap 
注意 到 m(x, t) JE Pm 的 Poisson 积分 ， 而 s (x2 = u(x, 5) -中 
1Y 
に) モイ, EH 
. "S ] 
lim Va Cx, ,£,) = lim (sity + ) = Fate ste) | 
ko koe | i m 


1 
= uf Xo x) -Pal Xoe 


m 
由 于 XB, MARAK (So. p ERs Hin 


. 1 
lim ja Gru ste) = (ess) mC 


1 1 

= (xs) — u(x ; a) 0, 

5.107778, O) KE. 

定理 1.2 ERIL AF UA PEA wx, め 満 足 
sup|uCs,t)|p«.co, ISPA, 


Ju] u 必 是 一 L? 国 数 或 有 限 测 度 的 Poisson 积分 , 从 而 几乎 处 处 在 
-在 边 值 。 自 然 要 问 ,这 结果 对 0 二 Pp 二 1 是 否 成 立 ? 答案 是 否定 的 、 
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TB Ap A IEXAL EUG E AEX FRR AAP BU Ee 
A. 


定理 1.6 iku, DE Ro) WM, O«p«oo, 


sup| lu(x,t) |?dx< oo0, 
t>oJR® 


Mem er) TI FEL SURES FOI BE EE e s Un, 
对 任意 人 OR”), 4 


lim | ete, Dede = | fore eds, 
R R 


t^0 


HH, RPR 了 唯一 地 决定 4 。 
WEBA REH 0 过 Pp 之 1 的 和 情形, O u(x,t) =u(x,t +), 
" 


sup | KERDILES < sup 4( キ すす 9)17 JuGx tie 05]! Pde 


$02 
CM NE DD coo, 
这 里 用 到 了 类 似 王 (1.4》 fft. Hb 


M? = sup NEAS |Pdx, 


t>0 
TH AE PRL .25 Co apa, uu (x, = Pi), Tew, 是 有 限 测 
Jr. | » | dns | oco, EH. 
R 
u(x,6) =limu(x,t+6) -limu,(x,t) = i4 (x) 
t--0 t--0 


在 SS 5h TORRE MP MOE 
B 全 :27>0。 记 
U (x)= u(x, n) 2 u,(x,0n—60) = Pag Cy) (x), 
fA. CERAR. HX Fourier 变换 
Bg (と) = A, (EJET Es -D = A Eerie m, 
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Hp 
&,(£)e7151? E Q,€£)e?* 155, 


AE) =, (et, Beg 5 FCSAM AR. H 


pe ?2!9!f = ü, (eT KG t) 
= が の) QOO, ALD 
对 任意 的 上 有 


ponn] (ucs, D [Ge M! PEY, 


. - 1 
其 中 N =n (5- 1). 因此 
IC) CM inf (tet HT) Ons 


SCRRUEBA T v ASEH ARG Bye 7’(R"). 由 此 得 出 存在 
唯一 的 Fe 9'(R ,使 得 Y= 了 
在 (1.11) 两 边 令 上 =~0， 便 得 到 


f= lincuc- DiE), 


oe tah ih, E ARRE SLF, Siok u, Die TE JT XC 
函数 / ， 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
注意 到 対 任意 ? に ダグ (7) 


| 。 uo Do dr = | 3, D P ORE 


-[ wet ie の 


= MUI CM to (x)dx, 


这 说 明 若 f=0， 则 u(x, 人 =0， 即 f 唯 一 地 决定 4。 
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$5.2 3tWpg Tur ERES RI EH” 空间 


^l ZEAE ER as fe] EEY H? 空 同 , EU ETE) ARTE 
数 的 概念 。 在 复 平 面 的 情形 ，F =u+iv 是 平面 某 区 域 的 解析 郑 
数 ，- -个 等 价 的 说 法 是 , 实 国 数 对 (上 ,2) 是 该 区 域 某 个 实 调 和 函数 
的 梯度 。 由 此 有 下 面 的 定义 。 

定义 2.1 WE F-(0,,1,.,u,) EENE R” 中 某 区 域 的 了 向 
EAR. RIIE F EKR EH Stein-Weiss 解析 图 数 ， 如 果 
下 是 该 区 域 上 某 个 实 调和 羡 数 的 梯度 。 

it DC-R^,F 是 D 上 的 Stein-Weiss 解析 函数 ， 容 易 看 出 ,这 
等 价 于 说 ， 下 = (u, uz, 0, un) Be P i WY Br i “yo SC Cauchy- 
Riemann }y #2” , 


ELM Qu; _ Uj 
Dy ax, = 0， ax; ax,’ (2.1) 
j=l 
FOP TF 71,2. nj, 特別 地 。 n= 2ht, (2.D 就 着 通常 
的 Cauchy-Riemann 方 程 。 | 
Stein- Weiss 的 解析 函数 。 有 時 也 被 称 入 共 白 週 和 ERI BOR. 
M F ie D. OR" 上 的 Stein-Weiss fi Pp eat, F ME BE M 
为 
n 1/2 
FI= (Du!’) . (2.2) 
pe 


本 节 主 要 讨论 “上 半空 间 ” RY! 上 的 Stein- Weiss 解析 函数 
组 成 的 Hz AR. RT 的 点 ， 有 时 记 为 (x, 四 ,其 中 xE Rn 10, 
有 了 时 记 为 (xo,x)， 其 中 0,X= Qut xS 2€ R^, X BRE)" X 
Cauchy-Riemann 方程 是 


n 

"UE ou; ou , 
253,705 ax Tax,’ (2.3) 
450 j 
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8j 1 


一 Xo X1 Xn 
F= pels pre ls ened J 


ERU baseman. Job r= (2031) ・ 
j-o 


n-i 


定理 2.1 设 F 是 R**! moth yM eR. puo M 
IFlz 是 Ra 的 下 调和 函数 。 | 

证 明 只 要 算 明 AGIFID テ 0 即 可 。 实 际 上 我 们 要 证 明 的 站 
不 等 式 


Cpl FIT * VFI2AC FID SeplFlP *IVFI*, (2.4) 
其 中 Cp,Cp 是 仅 与 p,n 有 关 的 韭 负 常数 。 . 
我 们 引入 下 面 的 id E F= (uo, ui, eee Un), G= (9g ,U, , ***» 


Us), 
F 9 G = Ugg FUL, t te +Untnys 


_OF (8us OM, ... Om 
Fr .= - Ixi ax? ax, , 


2 一 2 
IVEI? = 2, Pel’. 
由 于 
-2 Fe G= Fs, oGti fe Gz; 


9X; 


我 们 有 


9 D 09. . p,2 — p-2 . 
jx, (FI ) =r E p)P? 2p|F|?7CFe, * P)» 


9? | 
TH =p(p-2)|F|P “(Fs °F)? 


t p|[FIP Fsi + Fez P2. 


74 


因此 ， 
AC FIM PI (DD PIF 
当 pxc2 时 

AC FID pL I1] LES I oL IPTE VEI, 


34 p>2 kF, 利用 Schwarz 不等式 得 


pnm 
0 


AIFI の pt “(> IP M) RII? + pl Fl? ly Fl 


=p(p-lL IFIP IVE, 
这 就 证 明了 (2.4) 左 边 的 不 等 式 。 为 证 (2.4) 右 过 的 不 等 式 ， 只 要 
考虑 p<<2 的 情形 。 此 时 ， 我 们 将 证 明 


2; (Fe, CRI IVF’. (2.5) 
T 


如 果 (2.5) 已 经 证 得 ， 则 有 


ACIDO pI FU -Dp llr IEUDvEI | 


FvF 


rat 


— "n 
注意 到 当 一 l<p<2 bf, 1+ の ー の ュー テ 0。 取 


Cp= p pl1+⑦ー Dali 
即 得 (2.4)? 右 边 的 不 等 式 . 


为 了 证 明 (2.5), 4 w=(m;,) 是 满足 »m;-0 的 


EE 
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(n+1)x (n+ DIRE, FEM 
l| sup | Æl, li #ll?= >, marl 
IFI= 1 j 


gr b le i 对 正 交 变换 不 变 ， Ac Igi Ve e REOS FR ABE 


l Aa 
| ^i A 0 ) 
0 " 
Joh 94,20, Map Sl A, 由 Sehwarz 不 等 式 得 
{=0 j 


Ad, < 一 zn >, Aj 


7) キナ 0 
从 而 
(1+)Aj, «nM Ai +n; SNAP 
j*lo 
于 是 | 
n 
SUPA SY PEST 
j=0 
期 
DA a 
取 m; = ^, EA 


So. FE < i ER 
j*9 


~ qp 2 
=a TF! IVF | 3 


这 就 是 (2.5)。 至 此 定理 2.1 证 完 ， 
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定理 2.1 中 的 指标 "二 :是 不 能 改进 了 o AZ, Hem 


1， 则 存在 一 共 轿 调和 函数 系 ， 使 得 1F1? 不 再 是 下 调和 函数 . 


例 1 中 的 下 =(- i , ) 就 是 如 此 ， 由 简单 的 计算 可 
Ap, AGFIP = np np Dr "Pp? pct AC FID 
<0, Hp PAS RTU fo Frei 

現在 . 対 “， 我 们 可 以 定义 RD! EH ZRT., 


. . n 一 . 
定义 2.2 gie Pc uum, Un) 是 RB de 


SE ARR. BRO HPCRT''), An 
1;P 
[Flue = sup( | [FG D {Pde ) < て CO 。 
t- 0 R 
不 难看 出 ， 由 | dus 定义 的 H? 是 一 个 拟 范 数 空间 。 
下 面 是 五 ?CR ID) 的 基本 定理 。 
23922 VEFCH' RT, 一 <p<1, W 3 t>o Rt, 


Fz) 在 XE R^ 儿 乎 处 处 存在 非 切 向 极限 ， 且 上 述 极限 在 L^ 意 
义 下 也 成 立 。 


n-1 
证 明 4 Se. りら = FED] P. dados Lp. 由 定 理 2.1 
知 Sr, DE R 的 下 调和 函数 ,而 


sup S(x,t)%dx = sup |F(x,t)|Pdx<oo, 
R” t>o JR" 


も っ 0 


其 中 qi. 根 堀 定理 工 .4， Sr, り 具有 概 小 週 和 控 制 ぶり, E 
ie kt gE LICR") [fj Poisson 积分 。 这 样 


jus Cx, Di ^ SIFE, pja <g (x,t), ]-70,l1, tn, 


TT 


而 由 定理 1.3 知 g(x, り JL Rb abe ede mA, Mf JL Ab A 
非 切 向 有 界 。 根 据 Fateu 定理 1.3 知 调和 函数 8; 0 70,1, 0 
在 R” 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 ， 

注意 到 定 理 1.8, 

FC DP 2 S(x,D?*xic(x,t)? 
« AMCOTQG)€LKG*), 
由 控 制 敗 銘 定 理知 当 !- テ 0 時, FDI L 意义 收敛 到 其 边 值 ， 
定理 2.2 证 完 。 

Sub. Ah ped, DHT H*OUS O, 特别 地 ， 有 了 
HR?*Y), See Wü ACRE), bee H! 的 b EFE 
都 可 以 推广 过 来 。 在 这 里 我 们 酪 述 其 中 的 两 个 。 

例 1 中 的 


a i X, Xn 
F = Cn pnt) * par l ・ TE ~ar ï 


(其 中 Ca 定 叉 如 S 1.3 中 (3.4), ZrEx Bm EET S057) 8) 
ERE BSAA. HENNA A AUCI M gg eA C 
A. BRE, 一 般 境 来 , Me MER" bn Ff. PRA 


X; 
4 。 
Ca nsi f, pou. nN, xg —t 


在 RU IAIN. TER, ARADO dg EC XU f 
(fj Poisson 积分 


t i 
P.C CX ~Cnonet x f (x) =Cal n+l f(z)dz., 


JR" Te -[x-z|?] 3. 
其 它 的 分 景 正 是 了 的 共 轿 Poissen 积分 


Q,CO GO = Cans f (X) 
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Ca ーー ジー ナー ニュ プ (5)d=。 (2.6) 


通常 , 了 的 Poisson 积分 的 边 价 就 是 / 。 形 式 地 在 (2.6) 式 中 0 的 
表达 式 中 令 4=0 ， 它 化 成 了 了 的 第 ) 个 Riesz 变换 


水 了 一 
dz. 


e lcu 


R;CPD OO =Cal 


当然 , 原 来 Riesz 变换 是 用 主 值 积 分 定义 的 ， 因 此 ， QOO Mad 
值 是 Rk, (有) 这 一 事实 还 需要 证 明 ， 但 这 可 以 类 似 于 看 单位 别 证 明 
JE fg Poisson 积分 的 边 值 是 基 罗 明 数 一 样 地 进行 。 从 上 面 的 分 析 
(JUR. H' 的 性 质 与 其 边 值 的 Riesz 谈 换 应 有 密切 关 示 ， 

定理 2.3 Vee, dE R" HAR ME, JF HL ROAD, 77 1,2, 
… 7 也 是 有 限 测 度 ， 则 存在 暴 数 fj 全 CR?) ,T=0,1,*…,n， 使 
得 du (Xx) = foods, i aj Ryd. = 1,2... 

WEAR jg uj, D = Pe Cs 20.1, n. BAR F= (uy, 
Ur. Un) RE 


sup| Feo de, | 125] o, 
tf. OR j=0 R 


AN ME DEAR, u, 満足 Cauchy-Riemann Jj f. [A Jb Fc H' (OR? ID) 
由 定理 2.2 知 u5 Cx D; CO PE L' 模 成 立 . 7 ミ 0.1 n, 送 時 
u; 既是 Hs 的 Poisson 积分 ， X JE f, C L' Ay Poisson B! 3), dk 
di; =f; GOdx, 
定理 2.4 FCN = City xD uu Go), ug (XD) CARE) 
的 充分 必要 条 件 是 存在 ELR, fj R; dG (7 3,7, 
使 得 uj (x,t) 9 PF CD 90,10, t, n, 


TOETIIDNS-EIAEBSTNSIREE T7T3 


j=1 
证 明 必要 性 ”由 FEH 知 存在 f; E11(R"*)， 使 得 
uCX,t) -> f(x), j=0,1,,n 
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投 模 成立 、 送 時 ue, = P.0 000. Aik 


u(x,t) =| fnDe iz Yertnivitdy, 


duo .. 4 
由 t= Ax. 上 Fourier 変換 的 唯一 性 , 18 


j 


-2xiy;foGD e! Yt = -2x|y [tf ye tv, 


D foni i GO. WENT /5 = Ry OO. 271,2, en 

充分 性 fiu; D = PO DD Ma Got) ニア re の ぼけ 
由 fio RO AGRO sip MOCO, WREG., oe, 
us) 满足 广义 Cauchy-Riemann 方程。 

A u;- PIC 易 购 两 个 模 是 等 价 的 。 定理 2.4 证 完 。 

这 定理 说 明 ， 如 果 我 们 考虑 R* 上 的 空间 

Si ELOR, ROEL), F=1.2. n), 

MERE HR) 有 等 价 模 的 空间 .有关 问 题 以 后 还 将 进 
一 步 讨 论 ， 值 得 指出 的 是 ，f .Rj;C1) CLARY)， 则 它们 的 Feurier 


变换 都 是 连续 的 , 而 ROO ci f (D, 因此 fcoso, dp 


| /GOdx- 0. EAE H'CRT 1). 函数 的 “ 实 部 ” 边 值 所 需 满足 的 
必要 条件 。 _ 
对 nD 二 。A.P.Calder6n 与 A.Zygmund 引入 高 阶梯 度 ， 
从 而 建立 了 HP 空间 论 。 
定义 2.5 ARIAL R U, AE RT 的 某 个 调和 函数 的 
交 +1 阶 梯度 组 成 的 张 量 ， 则 称 {ue AE k 阶 共 力 调和 函数 系 。 
显然 ， 前 面 说 的 Stein- Weiss Jigi VIUERE AR AE 0 Brit gu i5 
FEAR AR. 
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类 似 地 ， 对 = tug;， 定 义 模 
LF | =(lur) . 


# 
定理 2.5 (Calderón-Zygmund) jik F={u 大 RB) EM 
k By It SE A eRe AS, DIT p= 時 (F|? AE RITU 的 下 调和 
eR 数 、 
设 F 是 4 的 +1 阶 梯度 。 用 类 似 于 定理 2.1 证 明 中 的 符号 
ith, A 
ACPI?) = pul? t (o7 m >) (Fr, t FP + IF, LEM 


为 证 明定 理 2.5， 只 需 证 明 


TL | n 
» ope PPR qp NS, 2 
>` (Fe, F) Ere yg E! ELEM * (2.7) 


j=0 4-0 


事实 上 ，4 HRE. 7) 代 入 上 Ao A 2 
之 0， 从 而 证 得 定理 2.5。 

为 证 (2.7)， 我 们 需要 球 调 和 展开 ， 为 书写 简单 OL, RAT 
在 R 进行 讨论 。 —— 

引 理 2.1 Wu R" 的 mm 阶 齐 次 球 调 和 和 多项式，F = {ug} 是 
它 的 区 阶梯 度 ， 则 


ls S}hugi?=c| u*(x)dx, (2.8) 
p 


Irisi 


-一 2 
当 " Lp AAC FI? 


其 中 C 是 仅 与 n,m 有 关 的 常数 。 进 一 步 ， 如 果 uw! 也 是 严 阶 球 调 
和 多 项 式 ， 则 


FoF = Suns=C| uu cde, (2.9) 
f iTix1 
证 明 (2.9) 是 (2.8) 的 极 化 形式 ， 可 由 (2.8) 直 接 HE iB. “A 
8l 


uE(2.80, MH u 的 齐 次 性 ， 


| u^(x)dx-C | u?! Hdx, 
iri|<l 


| と |=1 QV 


再 由 Green AX, 得 


{gy や ( ) dx, 


J. gjeri Ər laa dX, 


| u*(x)dx-(; “(2 ou ) ax. 
1 そ 1 . Tlie 


由 重复 应 用 此 式 ， 便 得 (2.,8)。 值 得 指出 的 是 ，(2.8) 与 (2.9) 式 
Adda S x XX. 

WLR, IE F-iu, Beam BE. xou 定 
义 域 中 任意 一 点 。 把 u(xX) 在 xs 按 球 调 和 多 项 式 RA. inv fiw 
5y BEKK mp tmi HI AX. XXET 


m, 


V 一 =" 7 。 v? ul. 。 -- vriw. 
不 妨 设 *。 为 原点 ， "M 


っ aw 
F+F:,l2=6 | ーー dx, 


FI? | 5 =c | vds, 
9 ixi«1 
DA 
) 
> Fz, | = cf ) a». 


Irist 


XR. (2.7) IRR FEN 问题 在 假定 


| dr=| p (OL) dx=] (2.10) 
的 条 件 下 ， 证 明 
82 


de Qu ) = ma4n-2 
ー 2X; "om-n-2* 


ater, dev, EARLE HL, LE TN SRA 


QW 
Ue ec E LAB) DBL. TORRE, HERA SL RT nct 
+1, 便 可 得 色 (2.7 う 。 
dek apg Yo. C Y te RHEL nS 
实际 上 ， 我 们 将 证 明 DÒ S) PRAE gmina 
Job v. 99 2 RUBRI mc LEUR SER MECO. 
ia 
yen 29 Y 
16) MC x) ° 


jz! "d 


teo 看 成 变量 ， 对 ， 求 导数 ， 并 用 Oda. RUARIQOXPETT v 
IRRA, M | | 


n 
ow \ow 
51(V) = 2) (ve = - -| 。 y= 
mi ax; OX; 6u=0. 


但 对 任意 单位 向 车 vv， 有 


Sw « v) 2 2(v « 6v) =0. 
snmmwf,. aw V9 mo ants 
aum AE 有 相 同 的 方 向 : 因此 


"n 
Sv e ーー AV 
TE ax /0X ° 


显然 ， 最 大 的 4 便 是 OMAK. 
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: aw o— wae 
liv. 3x; oo" 我 们 有 


MADE wi E BOIS. ios. 这样 41- (hy. 
于 是 


i ds 


max 4 = M | =z max ( . Ys 
< 5 NOS 5 "M 9: 


我 们 需要 证 明 的 结果 化 为 


Mem) = ^ — (eap 


Low 2m+n—? 


Koh Ev mm s XL) =1, 


HAF UA PR HERG AOR, KRE DR PE 


u ow ;do = cme w*do, — 


EASTC ) = | 
= Ge) = 


"P 'T.=1 TL 
和 而 由 齐 次 性 ， 
^l 
Qu)? = | rh t? m? ar | wido 
ッ V 1 了 ii= 1 
1 [ad . 2d 

= Lamm m iU g 

2m nc 2J.x:-1 


} 
~ (9m «n 2) (m D * 


ow ) 
0 (2.12) 


M- mas (m + -lx2m +n + 2)(w)?’ 


其 中 必 是 (m + 1) 阶 调和 多 页 sk. 利用 特殊 画数 的 公 式 ( 见 LBaj 弟 
23950), 


m+ | 
、 X 
一 ~B+ihh~- 2 2 H 
wo M pm*i a pe e )Ha Cees" Xn)» 


r= 0 


其 中 Hy 是 Xo, ° Xn 的 H Br 调和 多项式， Crd 2E EE 由 等 式 
(1-2xt 402) "= や or) 


決定 的 特殊 球 多項式 72= x teti. 


1 
+ 
4 


ry 
- ‘2 I 
Wy = rms ^ CAPIR (SH som. 


i] w, 4E ERIE, 知 


69) てい 2) GR) 
Du n 
M em oxi Z max S24, (2.13) 
(10) N (ow)? P (Wa) 
ーー 


现 固定 上 并 计算 (2 SENA 


~ 


`2 
と 
i — 2 2-25 +(f- 2) 1 
Qr? | r ™* Cnm. ur “(2) Ha (x5, *,X,)dx, 
fetal i » 


ix Ha 是 规范 的 ， 即 


| 。 HC ee x, dx,--dx, =], 
ÉZtc£-mr 1 


2 ame - 
2 


; 1 v/1-z1 > x. NI 
(w,) -| dz,| r 2 3 1 ET 月 
-1 0 L. rs 
Rh +x =r, HS x =rcosg, p=rsing, 得 到 


hi 1 
Get | ao | rament Cae n- 21/2 (cos 9) j*sin?^ **- *gdr 
ü り 


CATI 2)/2 (cos 0) j?sin?^ *"- ^ odg 


-— 
-— 


(9m ces]. 


Ai 
usas. LORE R (x) *(1— x?)^* 1 dx, 


Hwa 的 定义 得 


9 の 。 262 で 
9 = {ame tay cae gv いり 


1 iR- 25 x xi m - 
+ | CRI (7) (に る "Hs. 
应 用 公式 (看 LBa] 第 175 页 》 


ILC +krCE (x = (&- 2v - DCE (Cx), 
我 们 有 


HI ` 。 _ x y 
ーーー《( 直 カキ エー2)7 の ーー タ CBB 272 (= )H a GG , tt XD. 


内 此 


(aa y meen | poppa Q3 - x^: as, 
1 


应 用 经 典 公 式 ( 看 LBa 135236 0D 


fx = | ECOD PO ー x2) idx 


2" Tr2 
~ kick ev) Tey’ 


有 
Jut, KK オタ) 
Jt (k-q(er(-1-720)" 
由 (2.12) 52.13), £i ES RI 


Mz max tm 


Om +i (m+ Dm +n—2) 
- max Cm + D? -u+ CN BDL qn-D-»] 
0 cAxITe d (m--1)(2m -n—2) ° 


MG 


om -rn-—2 
=1 都 有 Map. xx pH] T (2.1D. AmE. 5 FEE. 


利 j 用 9.1 中 调和 控制 定理 .45 本 节 人 定理 2.2 的 证 其 方法 ， 
便 可 得 到 


定理 2.6 wl ee, 其 中 kK 是 非 负 整 数 ，F 

= {up tek Peg MA CUR. HL 
sup | F(x,t) | dx <0, (2.14) 

t7»0.R 


则 当 tom, FOO de RULER XI AED TRE, IF E 
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BRO L? 模 也 成立 。 
定义 2.4 wo p> Tol. WU RU 上 的 阶 共 
We VFR RAAF = (uu UTD HRID, ROR Pili REO, 
HO IDEL EAH? 模 ， 使 请 ?构成 一 伪 模 空 向 ， 
现在 ， 对 0<p 近 1， 我 们 已 建 这 了 多 元 有? 空间。 “ERM 
RB BRER nia, OAD. CTR 
们 将 把 它 大 大 向 化 。 


§3.3 注释 与 进一步 的 结果 
EE 
n 维 Poisson 积分 的 Fourier 分 析 的 研究 , GAR 长 的 历史 ， 
有 共 内 容 可 参 者 [B1], [B2]5[BC]. Ax $3. UB I t RAR, 
许多 取材 于 [St43， 也 可 参看 [SW3]。 关于 高 维和 的 调 不 控制 定理 
1.4, 直 Stein-Weiss 证 明 的 ， 见 [LSW19。 对 复 平 面 单位 图 的 有 界 
油 和英 数 ，P.Fatou 季 时 证 明了 其 边 值 几乎 处 处 存在 。 定 理 1.5 是 
他 的 结果 的 一 种 局 部 形式 的 推广 ， 在 复 平面 单位 加 的 情形 ， 最 星 
由 Privarov 用 复方 法 证 得 ， 见 [ZJ。 这 里 给 出 的 高 维 结果 属于 A， 
P.CalderonfCl1]。 定 理 1.6 属 于 Fefferman-Stein[FS2], 这 是 以 
后 叙述 的 五 5 有 "> 的 实 变 刻画 与 原子 刻画 的 基础 ， 
RIO 下 的 H? 空间， 是 由 Stein-Weiss 首先 建立 的 。 他 1124 


時 要求 条件 > “一 ， 见 FSW1]， 也 可 参看 [St],[SW3]。 定 理 


2.3 的 低 维 情形 是 著名 的 Riesz 兄弟 定理 的 一 个 简单 推论 CRi， 

也 可 参见 [Ko1],[Z]， 这 里 叙述 的 高 维 结 果 属于 Stein-Weiss 

[SW1]. 定理 2.4 也 是 居于 他 们 的 ， 这 是 他 们 建立 的 高 维 Bt e 

间 的 一 个 重要 应 用 ， 它 为 以 后 C.Fefferman 正明 著 明 前 CZD* 

= BMO 作 了 准备 ( 见 本 书 第 七 章 )。 対 0 ご p< 7-1, HIRI) 
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的 建立 属于 Calderon- -Zygmund[ CZ4 i. 有 关 球 调和 多 项 式 的 一 坚 
AAA iS TELS. 
3t— 3:5 MER 


O ADA H 空间 可 以 推广 分 数 次 积 分 的 L? E ye 
fen (R5, dusk. ftir F = sity tee S E HIS 使 {i$ 
uo f* P. I Wil ^ Bork Bl oy 


m Cf) (x)= "T 1 ,| i Ways L? CR”) 9 


(aP la SAI + > IR; fli) 


= りら 
基 中 エニ ュー た 。 ocan, VA 是 仅 依赖 于 a SGA Ben 的 常数 。 
参见 [SW1]。 在 本 书 的 3 6.2, 箭 给 出 这 个 结果 的 进一步 推广 ， 
o. Ye QR", F= (Pat Fi timp FECI, ey 
k, Weh fé | 
>A 4, Coe m. (*) 


A; d kx n Hp BORE qua 述 方程 是 一 个 广义 的 Cauchy- 
Riemann Jj fi, AVR FE rh yy dg SP uc r RUM. Stein- We 一 
iss 以 及 Calderón-Zygmuad 讨论 的 其 统 调 和 岗 数 系 ， Tb xx fp P 
fj Mp. Calderon LTE RB, 存在 りこ 使 得 


Pe( や IF) 


j=l 


/2 


seo NAR, OF LOL MT RR Ce AHAB eB 


や ん 4 


= 1 


V 70, 


M. 
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BIO 25; 20, 791,2, n, iX V =0. 

Stein 接着 发 现 ， 每 一 个 广义 Cauchy-Riemann 7j REUE se Hi 
pd 7; Fe, 

Corrman 与 Weiss 进一步 证 明 ( 参 Bg CW3D. 车 是 广义 
Cauchy-Riemann Jy Fi W RE, id F^- (Pi, t Fk- AF, WII 
XS ER é PAUL ER: 

d) |F|”, Ñ nz2- 过: 


Gi) A|F*|P- |F|’, 4i<p<2 H A5 (0-D'0-7075 


> PCD 一] 


üii) AJF?]?*| F^i?^?—- | F^|]?, 22-p«co, A ia 


1 一 @ 
4(pー 2)" 


他 们 对 许多 广义 Cauchy—Riemann 方程 算出 了 最 好 的 o. 
3. 例 1 表明 ， 当 n2>2 Ms PAINE 数 AP. REGI 


yocp IB, [FIP OR BR TE APR. XX LUI T sz PERS. Of HE 


_- Zn- ay ey ーー ĦA- ʻ : fofi 
理 0 p , 1 不 能 应 用 ， 対 0 の y HE d 用 Stein-W e€188 


fia Jti US LER AR SP CRE), (ERR — npe. (ub AS UO. 
Ati AT GREIF] 的 下 调和 性 ,证明 边 值 的 存在 性 ? 最近 
Wolff 证 明了 当 nZ-2 有 时， 存在 EE0, 当 0- こ p<e 時, FF (ER HE 
IBEUSÉC A F= (Uo, uuu. 満足 


sup| | F(x,t) | Pdx- oo, 
t>oJ n" 


fis 0H. Fik-iEWPHEECR? 上 没有 极限 。 这 就 证 明了 ， 
对 0<p<1， 不 能 统一 用 Stein-Weiss py JE gà Ud Al EG Be A EL 
PCRS). [ipis LI B JH R E c ue D JE EA SCR BE — 
定义 PCRS 1), Ocpzd. Wolff 的 结果 ， 只 是 证 明 了 0 的 
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存在 性 ， 能 否 证 明 ="— 1, PR RAED TOI E. FECL 


问题 也 可 以 对 高 阶 共 儿 调和 函数 系 提出 。 参 看 CWo]. 

値 得 指 出前 基 , T.Wolff 在 同一 篇 文章 中 还 证 明 T, M n 
2 時 。 存在 Rt" 上 不 恒 等 于 0 Du ERE ABR. E C (a> 003 
续 到 边界 R*"， 但 在 R^ 的 一 个 正 测度 集 今 上 为 0 。 与 8$2.3 中 扒 
IE3.3HE Be, "PEU UR M a AT ERE SCR i BA ETE DRE Bp ER. 数 的 高 
维 推广 ， 但 在 本 质 上 ， 丙 者 是 有 许多 区 别 的 。 

4. ÈA H' 空间 可 以 用 Riesz 变换 刻 曾 ， 一 个 自 然 的 问题 
是 :对 于 怎样 的 算 子 族 LK1,… ,Km}， 它 可 以 刻画 HR», H 
等 式 

mae = (Ufer, Wht DAKA] 


何時 成立 ? 

1977 年 S.Janson 找到 了 刻画 万 '(8) 商 空 回 的 必要 充分 条件 , 
MPR" icy, Mea. WI). AT H? Rm 间 可 
会 有 LL2]。1982 年 Uchiyama 证 明了 该 条 件 也 是 充分 的 ， 不 过 他 
是 通过 已 :空间 的 对 偶 空 间 BMO 加 以 证 明 的 FE23。 在 第 9 章 
我 们 将 介绍 Janson 与 Uchiyama 的 结果 。 进 一 步 ，Uchiyama 还 证 
HT, 若 算 子 族 満足 Janson-Uchiyama 条 件 ， 则 存在 O— p, 1, 
BE P TA SE T IU, OP LA A ai HP, Po<PRl, 見 LU4」。 
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第 四 章  H'zxiBpmysc ae zr ug 


HEP Re A Ky HP zrjBp 1K T AENT BA Be SX: 88 DAA ERI 
d 的 概念 。 由 于 定义 本 身 的 复杂 性 ， 给 HP 7xiup Bie LHP 
站 … 步 发 展 都 带 求 了 国难。 人们 和 希望 把 它 障 化 。 
PE SA AYA HIII BC A CEPT BEES zo A ERE A 
We? 其 体 地 讲 ， fila. iuc. DE R? Eø wA ef Be ELW At 


sup| lgCr. の 1Pdx デ co, CK) 
DSR 


pem ES ue CALE Foz) CHP CR?) fy ee 
答案 是 否定 的 。 例 如 取 FE LICR), -0ux,D-P,QOXCO, 
Wi uc, DIE R? VAI, H 


sup| Lut Didec] f(x)dx oo, 
io R JR 


但 显然 u(x,DO p nfüB EM ACRE ERS, DNO mg 
f GO SH! 的 必要 条件 | foods = 0( 见 第 80 页 )， 1X PEW], Ay 
CREDA AT R E HU ERS. REPRE CO OR RA 
1973+ Burkholder, Gundy 和 Silverstein Sf n= 1 报到 了 这 样 
的 充分 必要 条件 , AT AR A ER AXE. [ELTE pe A a T 11S 
WHEW Ee mALH) I Be PT. 接着 , 1972 年 C・Fefferman fj 
E.M.Steia 把 他 们 的 结果 推广 到 高 FEMS RE. GP ROR ae, fü 
(MEE He Aaa Lae oT a, JPILUE—2PUEUIPIT. (c 
建立 H Zip eh. PARR a RI, “ee 可 以 通过 
Po SC pa CS oC P DAL (8 BUR SC 28 D Pe EI wl. fii Ir Gr 
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理 间 的 实 变 方法 是 H? 空 论 进一步 发 展 的 里 程 碑 ， 
FERET ZH MAE 的 一 维 结果 和 4C、 


$4,1 Burkholder- Gundy- Silverstein 定理 


定理 1.1 HWEFOGoDCH?QR?*), O<p<l, MC を 5 の EM 
突 部 ， 即 是 五 的 第 一 个 分 量 ， 则 


u*(x)= sup lu(y,D| c L'ORT), 
Tic t 


证 明 由 $3.2 中 定理 2.5 知 存在 Pi = ュー 使 得 upSS1 
|FiPRAE FUSE EO. ILIE 


t0 


D. f 
sup| ， CFO DP EOYs dx = sup | . | Féx,t)i dx «2c. 
i> U 


RETETELE CGO |P e miss DEAE FE LEP ECR™) 
的 Poisson #947, Hil 

FOID | ESCD, SG の モア (が (の) /EL ThE, 
由 § 3.1 中 定理 1.3 知 


S ま むう = sup Sy AM(f)Cx), 


Iy- Xi<t 
EE 
u* Goo FAGO gS*v? LO. 

M u*eLF. 

“n= 1 时 , 此 定理 十 时 就 知道 了 后 。 其 弟 定 理 古 否 成 立 则 古 
一 个 长 丧 没 有 解决 的 问题 ， Yi 50197048 A HA FTIIT iir. 

定理 1.2 (Burkhoider-Gundy-Silverstein). y u(x ribi R2? 
Eig Sea ian Be, Mu A FEE HERD Suh) 分 必 
要 条 件 是 ELICR)， 
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证 明 ”必要 和 性 就 是 定理 1.1 中 n= 1 的 情形 . M 
TIRI EZE 0< pl 的 情形 。 我 们 采 用 了 .Koosis 的 证 明 。 
(x+) 是 4 的 共 斩 调和 图 数 ， 我 们 需要 证 明 


supl {x + dx Cju* |i. (1.12 
t> Ov ーー 
& v,(z)-2v(z it), u,(z) = UE e X), E,={xER, u(x} 
aA) Ula HPU HEIR 已 的 构成 区 间 。 如 图 1, ， 作 围 道 
1 
i; F=TU{R\Es}. 


oN 


HAT AGE DI A SEX 
HxER, DD > EE + | slE elds, 1.2) 
这 是 由 于 从 《1.2) 可 以 得 到 


| vec i [dss [Jo cx] Pde 
= pf A^" € R, 1,00 >A} IAA 
0 - 


ssp| 


1) 


co A 
APE, ida + 2p ii| s| E,|[ds då 
0 0 


zz iut ood Pd e ap [ (| tias Eslds 
= 00 0 $ 


= sju |g +g [sh E Eius 
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_ 8 一 3 の * p 
= lt 


下面 回 到 (1.2) 的 证 明 . tim 
Hx€R; Ir,GO[AjE IB, | + HX€ RE, Joel >A}. 
W p 回 定時, 美 似 手 $3.1 中 (1.4), RNA 

fu, ( [P= luce +t) = juce + ity [P| uCx e it» TP 


2~P 
<Ct- P julet)? 
再 由 Plancherei Ea [u,C€20 c iw, EH, Wik 


| Tu, (z) t iv,(z) Jj'dz 5 0, 


用 Cauchy 定理 还 有 
| [u, (x) +iv,(z) jdz- 0, 
n 
在 上 式 两 边 取 实 部 


0=| ieDa+| codr- ES 
RNE, 1 T 


ig 
B uv dul <| (ut +u%)dx, 
T IT 
ac 
o« | (u? 一 りう dy +2| uzdx, 
RNE, F 
JA ifa 
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«| ut*(x)dx + 24? | E,| , 
RNE} 


后 一 不 等 号 成 立 是 因为 当 =E TM Iu DKR] de= |E. 


| u$ dx= 2f s e RAE, ut(x)>s}{ds 
RNE, iy 
=2| sien, AZeutg(x)ms)|ds 
A 
= 2| s[/xc R, ui (x) >s}ids 


A 
- 2| slE,lds, 


便 得 
{XE R: [v ODSA | IE E,] + | (x€ RE [v >A} 


«Ig, +a f vidt |E,| * 2| E,] 
RE. 


+a] u$ (x)dx 


A 
«ab EL! +247? | «HE, lds, 


Q.D JA gf ut BEL. SUR AE. 


$4.2. H'*gjal 8938 X: eR SCA t 


“eo FR ts TEN Hg S T tea ek iy Cauchy 定理 ， 因 此 无 法 推 
广汉 高 维 欧 氏 空 间 。 107245 C.Fefferman 与 Stein 得 到 了 in ZERX 
Emu APS HORA BR me 他 何 私 方 法 是 SCTE SE 
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THER EK ELIO G ERARA BY TE LPS ils 是 等 价 的 ， 从 而 可 以 看 
到 ,在 非 切 向 极 大 函数 中 角 锥 的 宽度 是 不 重要 的 .其 次 他 们 证 明了 
JE DD ia) AK By Be ATT FR MAT LPS XP ERI » if 
三 积 积 分 正 是 沟通 复方 法 与 实 方法 的 重要 工 雌 ， BO ARATE 
Ay VAAN PA Zr HP CRT) “ORS? WEDD EA 件 是 其 面积 积 
分 属于 L'(R*), 本 万 将 介绍 他 们 这 一 套 实 方法 ， 

定 又 2.1 Yeux OL RENDER. FOx.D e HPR), 
Op: 4。 我 们 称 &# XEFI “SRB”, Anu ALF I) S IR YE 
CIF F 2 RO BABU f k URS WE um Ps). 这 时 ， 记 作 
uc ReH? (RI), 

RC ri BP Ri ff WA PR tfo IE BME 

2]382.1 VE BALE RT?" WEE Costo) m» WER, u 在 B 内 
週 和 , 在 连续 ， 则 对 0O<p<oo, FENKE 于 维 数 7n 与 的 
常数 Cp， 使 得 

uresto) | «Co Ig Lie の raxdt | 。 


WEBB 车 P 汪 1， 则 十 述 不 等 式 由 调和 冰 数 平均 值 定理 与 
Jensen ASA BEES. PW SEE O< p<, ARE (xq. 为 


rl 


ES RB In VAIS Àj 1、 | | [uCx,t) | Pdxdt =], iu 
B 


P yp 
1 . IDA. 
tpCT) = (| usare dxdt ) " 


m, (r) x sup [u(x t3], 
iz 2 2 «t 2 ニチ 2 
IUE 证 fF 在 To 1, 使 得 n. Or SC PE LY 其 中 C p; xk fX 1g p.n ARW 
Te. 内 物証 紫 以 肥 WIERE, Juxto] Ps Ch, Bl uCxg,ty) | 
Ajum.lQ)1 CO-ir<c1>, 由 Holder 不 各 FX 
m,(r)«myp(r) ?m(r)*, 
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其 中 0<r <l, 0c021-r-—1. Mitth Poisson E 


ned 
(r? —2rpcosy+ pt) 2 


的 估计 ， 易 得 


-n 


从 而 


p 


ma (yc A(1 一 A) impr ema! . 


Rupert, a. 且 充 分 接近 于 1 ， 两 边 先 取 对 数 ， 再 取 积 分 ， 得 


dr 
logm. Cr) F 
1/2 


1 d 1 
Jem. e 6. + | 


1 dr 
«a-o| logmp(r)-T. 
1-2 


J 0 


经 变量 替换 ， 我 们 有 


1 1 d 
由 于 | mp(r)Prdr = 1, IN - ご co。 
2 
If} dr 4, 1 dr 
rane logm.(r) Cp t6 | oem. pe 
注意 到 mr) > 1, 


1l '] or dr _ 1 | H dr 
a | ogm. Cr) pU. NEL r 
な 
mm d 
<Cp tO | pem 


1 
i -6>0, 得 
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| logm..(r) —<C! 。 
1/2 T 


这 说 明 存 在 ro， 使 得 moOOxC,. 
定理 2.1 iu 在 R 调和 ， 则 对 0<p<co， 存 在 仅 依 赖 于 
p 与 4 的 常数 Cr， 使 得 
| u* I p Cpl u*lp, 
其 中 uti se BOCK ER 


ut(x) =supiucx,t)|, 
t>o 


由 于 u(x) Sg*(y)。 定理 表明 , ut 与 u* 的 L? 模 是 等 价 的 。 
定理 ? .1 的 证 明 VE (v, 人 ETCxX)， 出 5| 理 2.1 


Í 
|ucy,t)| Pro Oy Ro} | |u(z, T) | Pzdzdr, 
v BIY. t» 0 


其 中 BCCy,t),t) Æ REP Cyt) 为 心 , 二 为 半径 的 球 。 因此 


|n, lee | |u* Cz) | ?dzdr 


BUY. t)» 0 


«ce | |u*(z)| P^7dz, 


Biy. t) 
其 中 Cy. の) 是 及 中 以 了 为 心 ， 以 上 为 半径 的 球 。 
«gp x — yl tit, BULD BOG,20, f 


u(y, t) Pee Cr | u* (x) | P ?ds CM Qu* TS) xX), 


Bir.2i1) 
JE Bp M Xo Hardy-Littlewood fg Ke Be. -于 是 
u* (x) C(M(u*P?)(x) "P, 
AK ifi] 


| wrdr<c| (Murra) dxc | u* (x)?dx, 
n g^ g^ 


» # 
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KBr b. MEER 0250, 有 
iUa p C pallu lps 
其 中 Cnrv 仅 依赖 于 pP,a,m。 为 了 说 明 这 一 点 ， 只 要 在 定理 2.1 的 
正明 中 ， 注 意 到 BOy,D CCBOx, C1 000). Xf [x — vi «ot 成立 , MA 


[E EI 
už (x): C, a {M (ut Pia) (x) y. 


在 第 1 EIR £15 LA E ee Zi LS) SCUX (GO CU, $ 1.3889 
(3.90 AO. PIA PRUE, JEMIE 大 图 Bo ut ATRL BZ) 
SC), TE LP RUE X PARSE GTA. 
定理 2.2 设 4 在 RT "WR, WX Oc p<coo, u* E LPR?) 
PFE 2r AA SE ZR FIR SGD C LPCR™) HU t>o}, u(x,t)--0, 3t 
一 步 还 有 


SU lp~ [SC pe 


ATE HH tte a2 BB, RIEN EES M, 
引 理 2.2 KERR RH, w= (Jac), 则 存在 一 区 域 
ICE 


i As}, €>0, RA RATEN 
GQ) RCR, Re CŽ, AME EDE; 
Gi) 多 ,下 多 当 e>Olt, BI - (J Hes 


£d 


Gi) d4%.=%@.= Bij gi, Hop 多 是 超 平面 上 = h- fy 


Cn 分 : 
(1v) Be te eG th il t= a l8,Cx) m ーー ' 分 (見 関 2 ). Jr 


a rs 
Pe 
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06,€ C'(R"», H. 


| 30 
| . . ュー デグー ーー © [きす 」 
OX j <1, 7=1,2, yf, 


证 明 邻 6(x)=dist(x,E), 因 为 E 是 紧 集 ， 所 以 对 x,yER" 
HIED- EN <lr- Hüvc C^, om0, HL X XH 


、 a x 
MISTER iB ?.Cx)2 2693! 


"MCOREEPETICOR 


BPR. Ó.€ C7, 当 n>0 了 時 Ó.— RE se Fd, H g a <1 选择 7 
与 7 an: 

i) ÒGO tT SECO, 3X Has Won 5 n^ 充分 小 即 可 ， 

ii) Hee, BY Ò, (x) +7, > by (x) +793 

iii) 7 gl, "7-0H 17-0, 

HA 多 , = [((x DER, (や で の 0 で ! ご ルーg), 其 中 
ECOD + 。 显 然 ， 多 .满足 引 理 的 了 要求 。 证 毕 

引 理 2.3 WEudE SUM, foo. koh, 

Go efe Typu Wd Dp «C 

(b) el eatradxrd 1， 则 在 Peay tyu <C, HC 


只 依赖 十 2,8 à. k Heic. ( 

We AE BATU, 存在 Cj， 使 得 3 SHER, DETE pA X,t) 
为 忠心， 以 上 = Ct AFRI BOI}. 

取り と C*。 supp (€ R^, [x], OC) = XD, EL 


| „Cdx =] 


对 只 "的 调和 函数 u(x)， 我 们 有 平均 值 公式 
10F 


uxo = | uos n Code, 
因此 


(3) «o | ， ac 人 <) の rro ydys 


H Schwarz 不等式 , 


a NA a 1/2 
( 云 ) UCLA K Aar ? (| jucy) |*dy) 。 
BiT gif) 


Inl R^". Hea = 11 


yucx ty}. iCr sup luly, D| KCr = Ct^!, 


tY. OEBUT: XC) t) 
xX SE EH] T Ga). 
从 ia 的 下 调和 性 得 


lyu, D]? Cyr | Iyultdydt’, r=Cyt, 
RACZ.) C D 
注意 到 此 时 Ci ci Ca, AEU Ci 3 CHE Cat < 
Cs， 于 是 
t| yul, t) «C, | | ul 22717 ^d ydt' 


Biz, tC, t) 
<C| lvul rayd <C, 


《b) 获 证 。 引 | 理 2.3 证 生 ， 
定理 2.2 的 证 明 只 需 考 虑 p<2 的 情形 。 我 们 先 假 设 4 是 
fe L'(R") [fj Poisson 积分 。 
必要 性 ”由 定理 2.1 R dz ju Ub B], (D oU d dx uC) = 
sup ju(y,D| ELPC, JE B1. SUPPE EBA t> ME 


! 子 ー ジ | で 


ux.) —-0H SQ) € L'(R^), d $3.1. (1.3) 的 年 明 可 得 
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|uCx ,t) | LAMP, 
A 24 tok} ul, D0. 


A 
Ez(xcR?, u*¥(x)<a}, B= E*, 


[Bl 2 I(x€ R^, utCx)>a}| =A. (a). 
我 们 将 证 明 下 述 不 等 式 

Asac C] Ay*(a) + | sau cds |, (2.1) 
出 此 我 们 有 


IS の 月 a? Asc Cada 
o 


sc 人 aP; s (a)da 


0 


+ p| oP- sa «coda | 


0 
Cfu* jg + Cp | star(s) | a? dads 
«On luk! 


为 证 明 Q.D. を 多 = Ur. 由 引 理 2.3 的 Ca) 知 , 当 (G0 € 
rck 


SB, tjyucx,D| Ca. Fy 


| [Sup (xy Pax = | Ii | yuCy, D t! *dydidx 
k E rin) 


=| ,| net | yuCx, t) [t ^^ x(x, y, t)dydtdx, 
R R, 


Hchx(Gy,D E RAYDER” xR, |x- yl <t, xE E} 
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的 特征 函数 。 广 总 到 
| „X(x, y, dx <Ci", 
我 们 有 


| [Sw a<] t| yucy,t)|*dyde 
E A 


=C lim Í| t| yucy,t) [2dyde, 
# -" Ü Z2" 


JH Green 公式 ,注意 到 Aiuj = 9l yul? 以 及 当 tco 了 时 u(x, 二 0 
| S (u) (x)?dx<C lia|| per do [lal sae | 


"EE 


g7? 


, i aju]? gat 
+ Ciim | (: | iu i. — |u| PLZ 
an 
EE ) 


| ali]? ot : 
gu. SUL conjuliyul, jp SL Mw dk FEL? My 


Poisson 积分 ， 知 u*GO € LCR). FILMA 

Gi) supl u(x D] EL 2(R" 5. 

Gi) Supe] vu, ELAR, EATER SLE, 3155; 

(iii) Tim ty 120, a.e.x€ E, SX AGAM - Qe E, XE 
uCy. 1) - uCx, 0), 根据 Patou 定理 , boa )--u(x$,0) 对 几乎 所 
有 有 的 EE AR DIA, ， 从 而 只 要 于 充分 小 ， "dE EB B 
入 小 。 由 引 理 2.3 知 VHC, の | (EAE i-is f ib. 

dH Gi) 与 di) M fpes PS. 知 


lim J QC - quite = 9. 


现在 将 Perey g= Bis Bt, Ki ZEIZ. 
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(ERG E ROBES. ZEIZ ETE B 上 的 部 分 。 由 Gi) 与 控 
id We SA BR, 


ajul? 
limf (2 do = 
eod, p on 0. 


LAU, 当 (DEP, Jul, Da, t| yucx,t)|<Ca, pj 


polul? lo ul tly d 
oan dos] ,2 iyuluda 


«Ca? | „dosc Ca? |B| 


此 


= Ca?*4A,*(a), 
万 外 


at 
| DID do: edosC | wk dy 
sË ait E E 
«C | S4。*(s)ds。 
.| 0 


at 
» lup: dosCo| „do<Co]B] 


= Ca?4,s(a), 

jx Fr füi up] T 

| LS Cu) Go) dO | atis (a) [sau 08s . 

E 0 
FU vr BN RB (02.0). 

充分 性 ik SQOCLP(OR?), M ot—ocodbu(x,t)-0,. 3 iF 

fut pc Cio QOlp. TS REA SO MPT D XS Bol, 
lj x. u*By f SE PO =x) 8 ES (x€ R", San (x) <a}, 
B-E*, お | aAgyy (2). RNA ERASE (2.1) 的 不等式 , 
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只 不 过 交换 uti Su) Bb: 
Aut CO) C Asla eant [ sAs s GOds, (2.2) 
0 
证 明 的 线索 也 类 似 于 〈2.1) 的 证 明 ， 只 是 按 反 方向 进行 而 稍为 复 
淋 一 些 而 已 。 
1 

信 B = {xe Re VO= Pr の yr 充分 小 有 IPOI テ > 101 h 
换言之 ， 玉 是 号 中 相对 密度 至 少 为 1/2 的 点 的 集合 。 由 于 EE 是 团 
集 ， Ey © SRA A AT 4B, EC E. 容易 验证 

1 
Eg Bt = (xe R", ML GO h 
Hop MÆ Hardy-Littlewood fr ARRO ヶ 』 直 集合 的 特 征 函数 。 
由 概 大 函数 的 弱 DD 型 知 , 
| B*|<C| Bl S CAs (9) 。 


jeg - UU rco, eee is UE RK. 我们 有 


rcEg 


| CS u) Cx) j'dx 
E 


=Í lV IH CE, CDE PACED} "dy 
g 


T:E 
>| IVC あめ の ty を) Cy, the rs) ) |t "dydt, 


当 (y, € 2 Eb, 存在 と ち 。, WR y-a <t RE Ix-z|— 
(が -1 ち MAly—x|<ly—7T] e|z-xl Bt HI Cy, HET s(x), 
这 就 是 说 ， 当 (yy の EP 時, TETEE, 使 得 

(x€ E, |x- z]| cg - Dt) C(x C E. |x- y| « Bt), 
故 
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|l(x€ E, (y,t) ET SIENA], 
其 中 kK 是 以 3E Eo 为 中 心 ， 以 (6 - 1)t 为 半径 的 球 . RE, 定义 ， 
EK I IKI2 Ci, 


- 


因此 
| [sc の caxC| | vuCy ,t) |*tdydt 
E sz 


>c| | yuCy yt) | tdydt. 
用 Green 公式 ， 类 似 于 前 面 的 推理 ， 有 


| isao a>, ugo 
-Cs| lucys Dltl vac odo. 
を = (| lua oleae)”. IER e>0,J.<00, BI 


| lucy,t) do<| u(y)do<C| u*^(x)dx« coc, 


g R 


考虑 为 一 项 


| uy lt vu Dao | ,a -f 


sEo 


由 引 理 2.3(b) 知 。 tuyt) SCe 対 (9 の と Xr. 用 Schwarz 
不等式 


| plut [vut ide x CJ.a|B*| 1/2 
B, 


«CJ, Asa) 
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类 似 于 前 面 的 证 明 可 知 ， 当 e>0 时 ， 
I, =f 。 Ve の | | uCy,t)|do—0., 
这 样 ， 我 们 便 得 到 
Hc[ tse cords + CF. aths a CT. 
只 要 e 死 分 小 ， 
jxc] (SCC) Pde + Asa ar}, 


下 面 我 们 将 证 明 ， 当 5 一 0 时 /的 极限 是 一 函数 的 积 分 。 然 
后 遂 过 这 个 积分 得 到 (2.2)， 

& fF (x) =Clucx,d.(*))| + Caxge(x), 其 中 二 =6,(x) 是 超 
Hb. 20.7. 的 方程 Xs B* fg TE RR. 12 U. (x,t) = 
PGE). RAR S 

UC OD xU (x.t), (x,t) Bee (2.3) 

PRE, XEHOI-B*-D. Kh, EEC, 使 得 只 要 (2,7) に 

Bes AGUD HH, Ct 为 半径 的 球 B' 便 落 在 UO Pose). 

Pyctks 
H12|]882.3€55, Anti vuCcy,to| Ca Cy. € B' 成立 。 BP = 
(QU, € B', P,ÀEB' 中 号外 一 点 , WP,- P —Ct, A 
ucP,) —ucP,)| ECt supi yucx’ t^) 
M 
<C,t’ sup| yucx’ ,t^) | ziCaXgsCy). 
" 
AS, =R, NB’. Wj 


lucy, t| = IucP og leCP。) [do + Caxs* (y) 


G? 
< , d 
Sm Cl dz 
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<c’| tft (ze) [dz 
{z-yl<c! (t? + Iz= y 3. 


<P, GU) =U., D. 
由 调和 函数 的 极 值 原 理 知 (2.3) 对 (x，, 纪 < T. 成 立 。 
注意 产 在 ZECR") 中 有 界 ， 改 存在 序列 sk 一 0， 使 得 f": 在 
LR?) dmi gg e Se BFE LORS, Aa Us, Gob 一 U (x,t) = 
PQODO GO. 1602.3) 4 6,0, TEA 
lucx,t)|<UCx,t), (CR, 


再 由 
| [ft cx) passe] luCy,t) |?do +Ca?| B*]- 
na^ a. 
«c|. | uC y, t) |?do + Ca? As(,,Ca) 
«cll [S FdE + a*.s iC) | 
E 
知 
| n ax<cf| TSD Tax + Asaa} 
qd 


A,»CD = |(x€ R^, u*(x)>a}| «|IES] + |(x € Ey, u*(x)22a)] 
«CAS, Q0 ta | u**(x)dx 
Eo 
«CA scu) +a? |. の を いや っ 
«Cis. tae | 17IGx 
R 


< C Asa CO + oe CSC) coax! 
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< C [Aso +a?" sas Gs], 
` 0 


(2.2) SR DE. 

最 后 ， 我 们 去 掉 关 于 uU, DE L* Bch Poisson 积分 的 限 
制 。 (GE, RREZE, 

A u(x, t) 2u(x,t- e), Fu®ELPCR®), 则 lua, DIS 
Ae” P, d 


su | „|ue (Xt) | Pdx<a, 
£204 E 


Blu, IE L’ Brith Poisson 和 分。 于 是 
[SU pS Cluelps Cut),, 
令 c0 便 得 SGw lp ミミ Clu* lp. 
反 过 来 , 若 当 60 時 u(x, の っ 0 HIS QOO 00, & uuu CoD 
zu(x,t-2)—u(x,t +N), Wi 


Ht ` 3u | 
jue DI] i — (xs) ds 
+e Os i 


" gu :2 1/2 IN ds N1/ メ 
«(Js Se às) (| で 


1/2 
<( log) gd) SC Suez), 


Je’ = 5， 便 可 证 明 


DNO }2-P<"C, ye (7 PVP =C,y? 


从 而 
sup| ,jUssgCx,t)] ?"dxxcC,y, sup | LOCH (x) TF |u, (x,t) |?" "dx 
4250. R t>0 JR 


<C en nL CÓ) Cx) ]* dx <0, 
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XXE], uly 是 L? EA LEA) Poisson BU. HK 
Jury | peC|SCusy) | pRAC SC I pe | 
4> g—0,N--co, 由 『atou 引 理 得 
lu*lpSCISGo の lp。 

it, 定理 2.2 证 完 。 

YP hip PRAHA PCR AR KAR Al S. 

定理 2.3 ku, DAE Re WR. duc ReH? CREB 3E 
41:4 EAR Ip AE u* € LPCR™), 

定理 中 的 必要 性 部 分 ， 就 是 已 证 明了 的 定理 1.1 ， 为 证 充分 
性 , 需要 以下 的 引 理 : 

引 理 2.4 W ufi RY WA, Ju, D] sC, 基 中 5 >0; 
wi 


| 9 u(x,t) SaO 
ax; 。 


引 理 2.5 VWra-f,u(x.Dd(k R7" WIE, uC, の Ne ミ Ct 
0750, H 


: 2 
| 9" ndydtel, 
Ira ot 


| QU ond ydtcC, j21,2,-,, 
nr, 9X, 
其 中 C 只 依赖 于 ,8 Ian. 
引 理 的 证 明 移 至 后 面 ， 先 用 它们 来 证 明定 理 2.3 的 充分 性 。 
定理 2.2 的 充分 性 证 明 E u* eL R", AUC OL. 
GaP, pops 2.4 Xl 


[DES 


引入 4 的 ^k Brie eee” Ani 


lii 


uc yr, p= SE], (s -D (2) G y 


j 
x (2) "ux ,S)ds, 
aX a. 


FETA C7) = (7 7 カッ "7 ぁ 2 jn キ カ オ "キー テル 二 1。 T vA, 当 10 = 
kc1,/72*-274-0 時 。 U7, =u, Tr E XE WE. (uj. ke k Br Eg 
调和 国 数 系 . Hp u'cL MISCO CL’. SHH[PH2.5. A 


Cn 


GO; DOD x C 5(u)(x), 


这 里 HE OR AB DU RS AE ERA LS UE. dx EH 
4 を 0( 24 too), 得 到 


Jučo lesse lS C pp SCIS lacCliu* fp, 


up (X oe の | 2E YC NAMES 
^ j 
BA ue ReH? CR tt), üupkE, 


5|182.4B9 ERR 由 Poisson 核 的 估计 


E P, Cj], gp «Ct, 


| aP, ax<c| 2 たま の | |x| -nr-idx< Ce-!, 
n^. ot | jal. FIENT 


R”. 


根据 u(x,t) =P 47. Cue ,t/2))(x), fi (3 


| 9 リン | ;3 ( uf a) 
—— u(x,t) x ーーー piíx-z,—]lu(z,—] dz 
lax; ( td a x; 9 bd 7 9 : 


c 


112 


«Ct ^7, pol,eoe,n, 


引 理 2.5 的 证 明 不 妨 设 广 es 的 顶点 都 是 原点 。 取 営 数 
C0、 使 得 対 任 意 (x、D り と す 。, 有 B,D, COC e. id? ier 
内 任意 単位 向 量 , usc suce). FETA ZEH 


で | 
| S au, BG "dsc A « oo, 
0 + OX, 


AY RR ER ON RD. (EOF RIM APR. d 


au f^ Q*u 


= ーーーーー (x,tc)dr, 
ax, i dX ;aT 
利用 引 理 2.53 的 证 明知 
| aè 
o eee UC ST 
OX; C ) 
(| | au (x^ 7) | dx/dt )- 
OTS rS 
T Bl zorucr) Qt” | 


ーー 2 /2 
<<Cr ? (1,)! $ 


| 2 
du" dx/dt’, 


-| | 
TES 


S,-((G,De Rt, [xp &ft,r- Ctar € C) CAPS). 


s. A a . 1 . 
注 阁 到 t= scos9 写 sao， 其 中 a= Zue 便 有 


SUP a HCLD | sc ・ COP har, 


に ax; | 


EN gu, (S).? » Er 3 DB か 2 
s PSL dsxC|s T Jidt) ds 
0 i OX; | 9 $2, 


从 而 
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by 用 Hardy 不等式 , 8/230, 021,770. 


1/p 


(Corea) nae y" et (eor) 


我 们 得 到 


au p(s) i ds<C| ,rT-ndr 
0 


ax, 


f; 


cfe au dx'dt'/dr 


c [| ou (| rns st ndr) dxdt’, 
re at’ . 


其 中 (rr の) う 是 S. HAEA TBH 
TXT odi | r'^drzGC't^**!, 


7-Ci* «si vC. F 


5|RB 2.5 KE. 
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84.3 H’ 空间 的 实 变 刻 画 


Htec ER CR GE XR HP ORT, 其 元 素 均 有 边 值 ， 其 
Jiu mg ux dd 5 HPORT'O EB 53. [B tz Ub Me Hee DA AN ER Ee 
构造 仍然 十 分 复 杂 。 本 章 引入 的 ReH?(R"*5, Bp H*ORTOORS 

“ 实 部 2 组 成 的 空间 ， 它 实质 上 上 等同 于 HP(R** ARB, 因为 每 
个 满 是 HT deno Sega RO eR Be A: 由 它 的 “ 实 部 ”唯一 次 
是 。 自 然 ， 我 们 也 希望 用 “ 实 部 ”的 边 值 组 成 的 空间 来 代 赵 
ReH?(R*:9, 4H 这 边 值 采 用 什么 意义 呢 ? FUL EAR EE AENA 
值 ， 其 边 值 并 不 唯一 决定 ReD2CR2I) 的 调和 加 数 。 典 型 的 例子 
是 下 而 的 例 1 


gi wFs (p z BER 解析 RET 


< aL rema eee 

IFS Tze 1 
2 1 1 
20. "ize, 
2 1 1 


— < -ya 
， 当 |x 一 11<、5 


3 


n + -- 
ーー ーーーーーーーーーー X« —- H xl -9 


xn ix(x-Dl' 


PAUL. 当 そ <p<1 時 


sup | F(x + it) |Pdx<oo, 


1>0 dre 
dc FEH?CR?). ti 


> i 
ReFa tin = (sa op acp) 
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ANA IL FARA A 0 B9 33 (EC: 
lim ReF(x& it) 20 (x2c0,1X. 
190 
WA, FoxO. 
TES” X ERES, 
ReF(x + it)--—»5,-5,  (t-»05, 


其 中 Ox, 是 Xo 上 的 Dirac 测度 ， 
$ 3.1 中 的 定理 1.6 告诉 我 们 ,Re 于?CR**! MRE TEE 
Ba XR BE f it A Reebok , ROLE Ue ReH CR? 589 元 
ミーー イ HART ii AE, 如何 刻 画 ReHPCRT * Wore Ven fex fi? 
Wh 是 回 葵 这 个 问题 。 其 结果 完全 与 调和 质数 无 关 ， 这 
是 有 点 出 人 意料 之 外 的 。 
BUNS | ATLA KB FSR RSE BE AE “eR A OBL” 


(grand maximal function), 
定义 5.1 BEPC SCR"), fEF'(R. 定义 
f 的 垂直 极 大 函数 ， 
P*(f) (x) = sup|? ,: f(x) |, 
i0 
/的 非 切 向 极 大 的 数 ， 
vi CC = sup — |[9,* f(y)], 8250, 
iYy-Ficaé 


G-lBb. fii e*cf)s 
f Sn B A Ls 


(の)( テ ) = sup (sera) Ie, ¥ fl, A>O; 


(Yeti ER, 
f 的 大 极 大 函数 ， 
G*(f)(x) = sup Sup i? , * fCyl, 
Pew Iy-ri«t 
jtf 


6 


a = {PE zum, | £(x)dx 0. 


R^ 


| () [x] "eo 
R” 


x (uem) 


aic No 
Nu 是 仅 依 赖 于 o 与 维 数 7 的 整数 。 

本 节 的 主要 结果 是 

定理 3.1 ( C. Fefferman-Stein) 対 0 ご p< ご oo の "(だ ゆう 。 
EXC E 


(D CDE LR xxm ee sum, | spCOax= 1 


(D expen a PE FR, | pdr 
R 
(3) G*(f) ELP CR"); 
CA) [PÆ uc ReH? (R*+), {Eft fcx) =lim ux, DÆI X. 图 
t--û 
BS “意义 下 成 记 。 
实际 上 ， 我 们 证 明 的 是 ， 项 uE ReH?(R?*')， 且 ff 是 4 在 


xs iC El WEEE re nel, p(x) dx, 
n" 


有 e+ の WEE LP CR"). 显然 如 果 想 进一步 得 到 汇 数 是 
AE BY PE, LA ADE e E URS MUR 其 最 一 般 的 限制 性 条 件 
(ii Ac CORRE RL” 定义 中 的 条 体 。 内 此 ， {E H?” 空间 的 实 变 AI 
gh. “KREKAR” Lk OX. 

我 们 先 比 较 oz cO Rr e; CD. 

引 理 3.1 # Ap Sn. (PMEL?.ocp<o, Bi e**C € L?, 
ü | 

pr (fl pee ple* Ip. 


证 明 AMR ONE 6D. & 
E,-(x€ R^, o*(f)(x)>s}, 
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E = [x€ R", MO) CO e. 


PR eg fM gS CT, DH, kii Et scat | Es. 


*HEGEx&Eb:, ne iy—x|«at, MW UA s A 
中 心 , 二 为 半径 的 球 BO, D, KELATE E, A. KARN 


By,t C 
M (Xr D COZ BO. D- Zn 


x&E, FR. dx d£ fgzeBoy,o0 fi £$ の W(7)(2 う SS M ifü 
Pe LD ESI I OSS 这 说 明 MER RE AE y — xl cat, 
mig, *f@i<s, HI の (の SSs。 A EPO KER". Mos}. 


于 是 | 
Ae ty CS) = |(xc R^, p= (f)>>s}} 
LIES) Ca" E, = Ca" Apt r6). 
经 简单 计算 个 有 
[pscD psCa" Peta. 


现在 比较 OF CAG OTD: 


^ ー t VY 
Pi Dos p (ou) le, x f GOD 


À 
+ sup sup (5. t sa) lp, «f CDI 


| X 一 +t 
M0 2Mscrr-yi<e™* | y! 
c 


tf) CX + S279. (OGO. 


m=0 


M O<p<1 h 
| e1* (fy (xPdx 
R” 


«| £*(f» oo? dx + Y Q-MAP Omir (f)(x)Pdx 
a” m=0 っ ft 
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T ) 
schis Domaz feig 
m-0 2 


<C MDI, RE Apna, 
Dip let ip * 2,277? Pome Ch 
mz-o 


x 


< Lp cf) lp a > Qo maoum- } IP Cf) m 


m -90 


«Cie*eDls. 只 机 Apo, 


引 理 3.2 存在 [1,<o) LEW AY, 満足 
G) w(x) 20(70, MERE NC Zi 


(ii) | od = l, weodr - 0. k= 1,9, 
1 1 


1/4 


证 明 Spe E imce9 17 SE reme. 对 
Tz 


eto. X 1 38950 BURG 2 A), BZA Cauchy 定理 ・ 
计算 轨道 积分 


- 1/4 zs Ll/4 - 
Lf t, oz 1)!/4 qu と ー の (を ー1) oo me, 
r 


k = 
- aul 0 dz —0, 4K = 1,2,0%, 
r 
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定理 3,1 的 证 明 证 明 次 序 为 (4) 一 > (1), (C2) => 03) , CD) 


==> (2),(3) ==> (4). 
(4) => (1). it fof u(x,t) CReH (RT YA CARE 
义 下 的 边 值 。 我 们 要 从 Poisson fci RPE — PRE TR GR ME. 4 


C (x) = | ws) Ps (9ds, 
1 
Jtrh v ÆI 3.2, P, Æ Poisson fZ. HR, 


CE) -| Wme-* ttds 


在 无 穷 远 处 速 隆 ， 生 在 原点 之 外 光滑 。 在 原点 附近 展开 e-*'*'， 
e 


の (の = fry {Se ps + 


—-l]-oCQ[7|]7?5, 4f-0, 
这 说 明 6,00 在 上 =0 处 无 穷 次 可 做 。 因 此 o.E SCR"). 
证 明 o, 满足 (1)。 首 先 
| .01CX) dx = é, (0) = | wes= I. 


我 们 将 


Hax, fal) =uCx,e),e>0, 0) 


Joe FCS] VCS] | Pas S ds 
<sup|P, RST E tds 
t> 0 I 


Cui (x), 


Herpu,=P,xf, BIR uux), BUE 
lT, k fex)! <Cu*(x), 
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4 っ 0 FET X ERU X. POUR BIS. 得 
[oi k f(x) | xzCu* (x), 
从 而 
o*(f) (x) <Cu* (x), 
由 ucRe H?(RY*!) 可 A u*c LPCR"). 3X BEDE BH T ot (fe 
ZL?(CR")。 实 际 上 我 们 证 得 了 o*(f) EL?。 
直面 证 明 (2) 一 >(3)， 即 要 从 某 一 个 2 的 极 大 函数 估计 推出 
中 一 般 的 o 的 极 大 函数 估计 。 从 上 面 (4) 一 > CD ATE HA ct p 
可 以 看 出 ， 如 果 用 某 个 国定 的 9 代 直 Poisson E P, Wil 同样 可 由 
PEL HEAR OF (CPE L?,Bile*Xoolbsscie*G ls. 下 
WEMA o 过 渡 到 .x 中 一 般 的 8 
3| 理 3.3 IPC YR") PEC FCR”), P=Vxe, 0 <S<1, Ml 


[PF (f) (| SC (| a + |x| )*| P(x) | dx PrOD (x), 


正明 SHERIY- x| tH, 
IP k fD SIV k Osx SIM 


<| pw- fdz 


l -N 
«| vey の (ew) 


st N 
x (Saw) [Ps cx f(z) [dz 
3 - [x-9 ly- 21\%a, 
LON eco] vey oà Fate 7 ') dz 
— INN 
< DD | ey-D (1 ts! + ラニ | ) dz 
R” st 
Ns Ny O pdt [x ON [o (x [dx, 
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引揚 3.4 C hid E ilu zg, i4 1 ) = ーッ (1)[ 上 引入 的 国 数 ， TS 
CS CR?) supp EXE R^ |x| EL Wi 


@ の so| (ow S (i) eco gero. 


「w ls が +1 
证 明 我 们 有 
り =0*o* の + Nec, - k-i FO -p-1 TORO, RO.) 
C 

XX A ADR LER ID A 

JO p- BO ko, 50KO OD, u.a 70, MAK OO," 
HA Se AE 3x9. PALE 

ロニ ロボ o+ So 21 70,24) * CO, * 0 ,-x) 


= §*xo*o + = S60.) on (04) og 


COLE CF XD sz (27 + Dos Cfocx) 
55|983.3,7 5 
Ti 
er A OVECo co {| gw ot の d+ quer 
UK 


e See] owa nD A+ Da 
kr 0 DU 


其 中 C 只 依赖 于 NN 。 进 一 步 我 们 有 有 


| ERORA + [go "dy 
R 


<| oci] loci nta + y Dada 


Ld 
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<| Do JED] (+ |y- zio? dydz 
12 に:、1 R 


^ 


«| _|0(2)|dz, 
R 


[xt (ds =, 


a 


Qx) = | LOW T 2) - Py ED KO _),(z)dz, 
JN 


其 中 Put) 大 年 意 次 数 不 超 評 的 多項式 。 特別 地 。 XX Py 为 9 的 


Taylor 多 项 式 ， 短 到 
Ok (G) CY)] 
NI TI : ~ 3 AN | 
"a EE e. Lp NC. ( ) öy t rz). dr 
=| ， - | q Ge) t9 | 


xi Co.) .(2)|dz, 
AK Xf Q«—sul ; 


| ge Co Oso) O ru Ydy 
R 


GD 


~y 


1 
一 tł 


< 
iJo 


x | ri" 24 (° ) eor re) dydedr 


la NI 


latl] a) | 


R” 


«c | lel a [DI eoo Ide 
R 


: | hp 
: nd i d 
3M > (3) 9039 , 


: aja Ne 
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<Er! | AM (2) ocn dy. 


R lis[ZN«1 | 


最 后 我 们 得 到 


DE DE (|... eco às 


Pon kar. uM (RJ ecp ay} 


lal=N+1 


«Cox CD) {| 1060 |dx 


Jaw X lax) 8? sj. 


jaje N*L 
推论 3.T 条件 同 引 理 3.3, 只 是 supp 0 (x€ R^. [x| A). 
Wi 


DD EC {| 。lec の la 


«Am [X (£y eco ix]er ioco. 


qJaj-N«1 


正明 对 014 CO = A"9CAx) HOS 383.4, JP CE CE 


| n| 091/4 (x) [dx = | ,19€00 |dx, 
R n 


» | 3 | 
fel E G hao arar fal D (a) e a 


'jaj=N+ìÌ 


而 
(01/4 )* (Cf) CX) = sup  [Ot/A * fCY)| 


19 - 


= sup ， 19。* ま バ め | 20300 02, 


Iï- r< 


124 


现在 回 到 证 明 (2) 一 >(3)。 对 任意 ?€.% , 作 单 位 分 解 


] = OR CO , 


m= 0 

其 中 0, 支 于 1x| 委 2 ,9m XT 9n-1c[x|«cz27*!,m- 1,2, H 
lo. CGO|xC97^, mc-0,.1,2,*". 

这 时 


p(x) = >) 9600s CO = SO nC), 
m-0 


m-0 


其 中 的 级 数 ， 对 任意 CR" ,最 多 只 有 5 项 不 为 0， 由 推论 3.1 知 


9* (060 x DF DCO) 
«C S| Onc lax 


camel | 袜 (3) 6 の COGO 


‘lal=N+1 


由 于 
fon m (à) os 


ig l=N+] 


| a | 
SO 2, | (3) «Co ds, 
=v + 27-7 5zpigpc27t) 


而 在 2"-'«lpx|e2"t Ix] -2",8 


w の coso | ark > (ZY fo dro coco. 


Gi-vN«1 


用 引 理 3.1 以 及 引 理 3.3 前 的 说 明 ， 便 得 
IC*( の SClo (hlsclo* cf) lox chiot (A) pe 


现在 证 明 (1) 一 >(2)。 W ウニ ーー u(x,t) =x f), 
ば 
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U(x,t) 2 P KS ui E 0, 可 以 得 到 


の ME だ きじ Ali 
显然 ， 这 不 等 式 当 取 上 = 站 Vyulx, 四 | 时 也 成 并 。 令 
N N 
mon mp Ino, Gel 


1 サー アア ) ec tice 
用 省 明 て 29)= テ = テッ >(3) 的 楽 侯 方 法 , tha EA SNU ylos Clunio 对: 
所 有 FE .YY CROW ROE RKP CHS foe 无 关 的 常数 . 
BR Uts 中 .如果 上 依 界 在 Fe) yl 26267! 中 取 , 不等式 
仍然 保持 成 立 。 令 60,44 uty A u*COLUSS 1TU* GO, ob, XF 
任意 JE.Y CR, TETEN » 使 得 EIER 870 uro UTE LII 
L?(R"). 
现在 假设 f+(f)(x) = ut) = sup] u(x,t) | EL? CR"), Bik 
u*(x) = 9* (f(x) = | sup «G0 | E LPCR"). 
id 
, + — 1 + T aa 
M(x) = Mr Cu ) (x) = sup( arl e (の め )7dy) . 
Hi KAREM, 知 Mal Chuti PU TD. 
WEN ,使 得 对 £078 wi, € L'ORIO, 我们 要 证 明 
| u$ gl pxzCll M a] p, 
其 中 C 与 FR. 


WE kA. HEB A Gey = LXER" Uy OS 
But CO EEEE: žy M Ct) (x). SEE 


一 j ' X p 
us, Cx)? dx Cen Ce) ex 
"n EN “= 
E GaN RNG on ` B 


CP 
Spr 


| usy(x)Pdx, 
R? 
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mB, 使 得 ( と ) <> . 则 
| uy G0? dx L| uty(x)Pdx, 
R” Gay 2 Jg? 

从 而 


| wen Cx)? dz2| uty(x)^dx, 
R” 


Gey 
jd je TERA. 4 xe Gey BYE, UT yCOKCM U+). Flt, H 
(YOR! fie ly—x|<t<e' 7», 
1 N 
っ at SUC, DIC 222) VET ): 


由 xE Gun A, RE z- 1|<2t, 有 


vsu, o) (Gu) 


«spina DG) Gor) - 
从 而 


£ |zi 


Vu Dla D (HE -) «C|uy,l. 


な P= [ve R"; v-z] «t, TE y. 只 要 wEP, 就 有 
lucy, D| — uto, | uC, DD 一 (の, の | 
SIVZ, D| |y -ol zo Vs を の | 
HxRAXj|E-x[xeo-x|-t-|o-Z|xt-|o-y| «2t, 
ao ,Bu -z5 PATER 
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zz iut - jucy,t) | = lucy, | 


= le (5) Geer) 


1 


>g tnt . 


u*(w)'dw 


r 1 | 
ED > 
Mr e: |BCx,2t)| J gz,2 の 


~ ] | 
> )」 "d 
^" IBC, aot]. MERLO w 


{iyi r {PL 
(1) luz CX) | BG 20] 


x 


SCs y Cx)", 
其 中 C 与 2 无关 。 令 2->0, 最 后 得 到 


jut i> = | ual (x) Pdx = lim] uty (a) Pdx 
<2 lim us yC(x)Pdx 
€-OS Gey 


<C lim M,.(u*»(x)Pdx 


e :0 Gen 


«| „Mr (ut) (OP dx 
R 


<C | oras = Clu*]Z, 


为 了 证 明 (3) 一 > 60 BEATER Tar oT 
引 理 3.5 设 j/E 20CR7 GCCDELICR7")， 则 对 任意 96E 
SCR"), AB |x x] «d, BRA 


128 


| 7 の wc の dw,re, の で *⑦) DD, 


其 中 


role 
(3.1) 
证 明 令 ?(y) = Ad- "o (? 1-538), 适当 选 A 可 使 PE。 这 


NG, 3, = | (ir El ol)" 5 aie 


[ojaNn 


样 ， JASE |x —x,(<d, RA 
IM fG»9(y) dy | - a| f(y * e(*7 "2! 
= A| Pax f(x) IC AG* C2 (>). 


RMI A, ED) 2Adtoey-dy €. HJ 


aru g Eeo [a 


a | 


= I (1+ ]y D" >) an UO) po + dy) dy 


[ayn 
J | x - Xo | ‘olf 2M. | 
Siet y ) ad (3) eco axa, 
WA JC. DPH N Cx, 4) , 便 得 引 理 的 结果 。 
现在 来 证 明 (3)7 = 全 (4)。 设 FE. R"), 
G*Cf) = sup sup lo, まげ (の) | € LPOR"D, 
cow rl<t 


iy- 
要 证 存在 R AQUA ALE u(x,D.u* CoE L'ORD, BEJ X ER 
数 意义 下 

lim u(x,t) = f(x), 
昌 然 的 方法 是 作 f 的 poisson 积分 ， 但 它 不 一 定 存 在 , 故 乘 上 收 伍 
HF. + 
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u(x,t) = limf eh puo foc DY 


OJR 


= lim (Peg IDO. 


这 是 Ra 的 调和 函数 , 且 在 广义 函数 意义 下 , 当 tO eS 
下面 証明 uF EL?. id 


ag 


Pie=Pi,s, + の (Pr Prapa) = Pi, 


ke: た =1 
其 中 8。=2 777, 


当 |x-y|<t 时， 用 引 理 3.5， 经 简单 计算 ， 知 


EE 
k=0 


7 Y f(e 


k^9 


-2k _ 
LIL 


py fonda 


< 9IN( 0, DG* C2 CD, 
k^9 


其 中 


- ww 79Y | 
NC ,0,D=| a+ Ix D» PIC P(x)idx, 


als? 


P = [Fe FI etti JAK PRY), 


为 估计 NE ,0,D . 先 看 a=0 的 情形 : 


| CU DNTP dx 
R 


-| LO oe Ix D Le FD er ake pax) dx 
R 
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- + -I«I 
NE NE ' 


1«c| ME 
PIE 


mmo QUE 29kn p(okx3dx CO ^F", 
Jimjoz^ 
类 位 地 可 以 若 计 tai20 的 情形。 结 采 证 得 
HP, f GOD; ZCG GO GO. 
ArH 3. AEE. Ain, np BE. AmS, 即 ReH? CRT 
的 广义 函数 边 值 ， 记 为 JS HP (R”). 


S4.4 注释 与 进一步 的 结 未 

注释 

A L.L 在 一 维 的 情形 ， 臣 Hordy-Ditleweod 在 1930 生 证 由 
fh. xxi Ug HE HA ea F Stein-Weiss, 定理 1.2 最早 由 Bur khold exr- 
E ATT FAA A CAT 380933 ik. 

RWS DIRE, 2EP-Koosis P 1978 年 给 由 的 [Ke21. 他 用 
Al f Fefferman—S3tein [fj 4l fi 5j Cauchy 积分 。 

S[BE2.I FiurPEO.2 S Dp . Fefferman—Steial F 352 ], fH fei pP ue 
pm uud A.D. Calderon EjE.M.Stein Xp ATES AC dE EU jn C 
Be fete tg m BuU EE 58 Ur EREB TS AR. 見 [C1], 9:2 ,本 前 
pua io LEO AEA I RM T CES 2). K.Merryfield dede BUSA 
Iti He LEER A BOUES EAE SANA SLL. 
M EFe2].Jij Merryfield 的 方法 ,当然 也 可 LL Gi reu PR2 24^ VETE) 
uU. P.Koosis VEZ T Ub BI 29 — 4 BS [Ko 3]。 定 理 2.2 


isl 


也 属于 Fefferman-Stein (参见 [FS 2])， 

84.3 中 的 主要 结果 与 证 明 都 来 月 Feifierman-sStein [FS 2], 
但 证 明 中 有 一 部 分 吸取 了 LGRj 中 的 方法 。 

进一步 的 结 

1, Littlewood-Paley 理论 中 ， 有 三 个 基本 的 算 子 ,这 就 是 


d* 1/2 
g GO) = (| veo 1% at) ; 


sD - (vey oe ctas a), 


Dor) 


gC = Us (ーー ジェ リー p tavar) ， 


其 中 uly, t) = PE f(y dk f ify Poisson Fir, 当 取 ゆ , = tvP, 时 
x 90D 5 SOREL ETA AIA $1.3 中 的 (3.7) 与 (3.8) 的 
特殊 情形 。 在 那里 我 们 已 经 证 明了 9,S 是 L? 有 界 的 (1 ニ p ご co) 、 
一 般 说 来 ， 有 


gh G0 x:CSOD (x) RCO of) 00, 
my H. 


loi GO lp Ap. ,lfly, 
只 要 I«p«co, A> CLS! 4D. 
进一步 ， 还 可 以 得 到 
[gs CPN A flue, R SEO». 


ŻW StI], [Gas]. 
2, 5[BE 2.1 Æ Fefferman-Stein 理论 中 起 到 了 重要 的 作用 。 
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显然 、 读 引 理 依赖 于 函数 的 调和 性 质 。Uchiyama 最 近 推 广 了 这 一 
引 理 , 井 由 此 得 到 在 万 ” 空间 理论 中 的 应 用 .他 考虑 并 ELioce( 民 ") ,. 
a>0,4 


-1-2 
II4。 c sup inf]B| P| KOD- PCO d, 


其 中 了 是 次 数 不 超 过 的 多項式 , B 是 R" 中 的 球体 ， 记 
Aa CR)  (K€ Lig; CR"); [K], <}, 
BR = (K€ ACR"); supp KZB(0,1), Kla, S1}, 
JS (OR) ={KEAaCR"): 存在 K; € Bal R"), 


使 得 KC) = > 2 CK) ,3 00. 
j=0 


it 0O«B«a,0-e«1,0-2x«:1,9 € Ae, ME 
G) ?c.g' cR", 
Gi) $CODM £0 時 存在 7+Le]+2 防 微 商 , H. 


DEP | I, £X0, TSK vl n *[a] +2, 


Gii | ecodesso. 
R 
Uchiyama jE H f, # KE BCR"), f&€L?(R") (i<p<oo),. 
则 
| Po Koy dx, 
ia” R 


i dydt\ 1/4 
<c(|| n [FO CD Kg yD ema TS) , 
R.* 
其 中 
Ky, Cyt) = + |y] toot Foire, 


C AX IK a,B,£,9,n ^H P. 
fila 0,60 = P, Cx Al Poisson #, idt ux, =f xP, 
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则 当 8—0, «gx li. 43 


2j 


iiy 


|u (0, bl<c(|| ne LUCY st) PK ge CY st) nD 


注意 到 此 时 
dydt 


上 述 不 等 式 可 以 看 作 引 理 2.1 Hh 

Uchiyama 同时 证 明了 上 述 结果 的 向 量 值 形式 。 利 用 这 9825 
JR. Ath one tb atts nana maximal function) $E £5 同 极 大 
需 数 控 制 , DARE LU 范 数 下 S HR 9 ERA PSU EAE. Ma 
HERAT” 空 同 的 一 系 列 刻 画 ( 参 見 LU6]:LU7]) 。 

3. 1975 年 。 A.P. Calderón 和 A, Torchinsky 研究 T $017 
AKER (Parabolic maxima! function) JE WILE)” T 9 ARS S 
画数 。 利 用 送 上 画数 , 他 休 建立 子 載 物 7" Sri ie. 

WA, G> Æ R” 上 保留 原点 不 变 的 仿 射 E R RE Ase = 
4:4;。 记 4: 的 无 穷 小 生成 元 为 已 ， 即 

LA, -PA,, 
y —tarce P, FH fic 


jx A x [xtA ix}, 4 I, 


其 中 iach, eE AEH, AER x CR", 存在 唯一 的 t, 
{PRIA x =1， 定 义 这 时 的 上 = 2Cx)。 进 而 他 们 证 明 P(e — vo 是 


R" 的 一 个 平移 不 变 距离 . HIE PER), | edx= 1, 


€ 
Pex) = (detA TIEA 00, t0. 


yE ZR”, | ゅ (sody=0。 FEE X V.. XE fe. (RI, 
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他 们 定义 极 大 国 数 ，9 国 数 与 $ 函数 如 下 ， 
MaD DS SD [fre FOI, 


eco = NESO a 


「 1 
Gif (xX) = | " [yr * AC) | 


x (1t s drin 
其 中 是 R" 中 由 2 EA ERIE RR, a>0. fb 们 证 明了 ， 
tO<p<oo, 4O<p<2, ADY/ph, sS p>2,A> 37/2 时 ， 
f 
lg Cf de So pI) de, 
以 及 
IAF fp Cpu Ss Op. 
iie BY x JU e S p 模 等 价 性 ， NADA 
UE X dup H^ dn LRA RATAA AP zs qnm Ap al 
[m 
SEPARATE. fwd HP 空间 就 是 R bth eM Pos 
IW), @lin=2, P= ( 。 ): 这 时 60x, x, = Pg). Xf 
应 于 * い や Ji AIAG RZ A, GEC «fà 物 ” 这 个 名 词 的 由 
^e. fuv H? 空间 理论 可 应 用 于 抛物 型 铀 微分 方程 。 有 关内 容 僚 
WLLCT1 j LCT23. 
4. 1979 A, Marcias  C, Segovia fr: Coifman-Weiss 第 
3 2s fal bb el AAR A S ARE D OH" 理论 。 所 H Coifman-Weiss jr 


135 


型 空间 是 指 对 象 (X dB), HopxdE—4 EG. dioe XdEXE 
一 个 拟 距 离 ， 上 是 XX 上 的 一 个 满足 二 倍 条 件 的 测度 。 共 体 地 说 ， 
就 是 4d， Xx X--R iiid: 

CG) d(x,y) 20 当 且 仅 当 x=y; 

Gi) d(x,y) 2 4(y,Xx)， 对 任意 xX,yEX， 

(ii》 存 在 不 汪 0， 使 得 对 任意 x,y,zEX， 有 


d(x,y) x K(d(x,z) +d(y,z)], 
mi H. 
(お (x,27 の ) CAM CB Cx ,T)), 
其 中 A 与 x,r FER, Boon = {y eX dy 过 7} 是 以 Xx 为 中 心 
Lr 为 半径 的 球 ， 
R” LH: EK EC ER BI k Lebesgue 测 庭 是 Coif man-Weiss 7 
型 空间 的 最 简单 的 例子 .Calder6n-Torchinsky 的 抛物 空间 (R&R?,p， 
mm) 是 这 种 空间 的 男 一 个 例子 ， 其 中 PP 是 由 群 A, SEAR. m 
Aj Lebesgue 测度 ( 见 上 一 段 3)。 
称 齐 型 空间 (从 4.5) 29 Zi. Api 
A ru COD (x,r)) XC A,r, 
其 中 Br 是 由 距离 4 定义 的 以 xx 为 中 心 了 为 半径 的 球体 。 
Marcias-Segovia 证 明了 ， 对 每 个 给 定 的 齐 次 型 空间 ， 都 可 导出 等 
价 拟 距 离 5(x,y)， 使 得 (CX 0 是 规范 的 章 型 空 则 . 
CX dH) EER Fy Ta], FE ML 
Lip(f) = (filf x) ~ £ Go | xiCd c, y)? ), 
FE LATERAL Ss RR. & 
E*"-(fjf€Lip(f5), 0«B«a H f HAAR EB}. 
六 是 三 "的 一 个 分 布 ， 定 义 夺 的 7 极 大 因数 
Cx) = supt [Xf V» 1:9 € T,CO j, 
jtd T, 是 
Ty, (x) = {wl HE r2 00,suppb C—B(x,r), 
yl 7 lls 


利用 /2, Marcias-Segovia 定义 了 如 下 的 H” 空间 
H?(Xy = (flf CCE)’ ,J GO € LP (XD), 


1 - 、 
Jhi i<. 参阅 [MS1 一 2]. 


Uchiyama (参见 [U5]) 引 入 了 另 一 类 极 大 函数 


f'G)ssup | Ker Nf Nn 1 


Hop Kr, x,y) dE Xe R^ x Xx X SEER HR EE 
的 条件 。Uehiyama 证 明了 ， 存 在 pi<1， 俩 得 当 p 二 pi 时 
Cifthp< hf lps Clt] p. 

5, Folland !j Stein 在 一 般 的 齐 次 群 上 建立 了 H? 理论 ， 见 
[FoS], 

6. ei SJEHP(R"”), (£c ECR"), 一 般 说 来 ， fec H?(OR",, 
0.-ps<1。 这 给 偏 微分 方程 的 应 用 带 来 许多 不 便 。 Goldberg[Go] 
末 1979 年 考虑 了 局 部 贡 ardy 空间 

CR = ES (RT sup, FC | EL?(R")}, 
其 中 ee (RI, | Cae e 0. 
JR 

Goldberg 讨论 了 h 裕 避 的 许多 性 质 ， 并 得 到 它们 在 偏 微分 
方程 中 的 应 用 。 

7. dg A? 理论 中 一 个 值得 研究 的 问题 是 六 积 核 的 大 小 、 光 
HHEA MUS H? 之 间 的 关系 ， 即 是 否 存在 一 个 关于 卷 积 核 大 小 与 
X MEAE. EWA XE] H? 空间 ? 这 个 问题 最 时 是 由 C. Weiss 

。 、 |. すま 1 
No He ERA AR. AEEA, Gror ELIR), BES JL ab ab 0. 
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BE x wy CR). T Weiss 提出 下 述 问 题 : 起 否 存在 CEO)» 
{E {4 
HCR) S ffELCR) P*O E DO) KIO Hex H’? 
1983 年 , Uchiyama 与 Wilson jEHH T, 存在 p ELR), 1 At 
HIN OH HSH’, 疹 見 [UW]. 各 后 ， 莫 永生 给 出 了 此 事实 
的 35-7 uH HOS. 
AE ASAE, (E ER ECR) = {f EZ’ CR) PFA) EL? CR) } ss 
(00), FL MBSE, GO zp«12 这 是 一 个 仍然 没有 解决 的 问题 ， 
o. 1093 Ab AI fe S Hg Eh 利用 Carleson 测度 ALERE 
7 35, “IY HiofüS--BpAxdüd. (EAC. fe WE Tnt 
AEN: 
sup I| 7 の 7codr ~ lf 


TEBMOTY 
iP 4 ye $a 


(有 关 BMO 与 | |. 58 4A B37 50. MaA T HRA 
HE 同时 他 还 利用 上 述 结果 证 明 - f 存在 ?满足 下 述 大 小 与 光 请 
性 条 件 


. A 
(i) Ie (x)lx a+ xD ば の 


Ath 
(11) [i£ Cc th) ~ Px) | = a aja yi » 9 "518 «cll, 


Jàpez50,48 831) 0* Cf © L'OR) nf EL HE f JIRA OO. Ay Be 
Irjdb.Fefferman-Stein TEAR YT, FP fe lf!8R», WM ELR) 
Ci, LFS2 D. CPAP RESORT, PRIA RHR dE On Kr C 
U5 284i FE ALATA ZR. 一 人 月 RIB UNL: £5 pn] Be ACER Hr 与 非 
Um BR BB dE LP (0 ご が SS1) HE BCR SCP HAL PB Be y BE 
起 什么 ? 
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BAE 豆 空间 的 原子 刻画 


第 四 意 的 C. Fefferman !j Z.M, Stein 定理 表明 , De LÆ 
ARITZ HP j SIE cre RRA Ee Ai dv. 
EMES for AR, UA AER BS FTA. XX PRIN, CRE 
是 HP 空 间 沦 研究 的 突破 性 的 进展 。 应 用 下 Ux fal ty ix BRE ACER 
数 刻 面 ， 可 以 进一步 研究 算 子 在 刀 空间 的 作用 以 及 站 空间 的 
对 偶 、 内 乓 等 等 ， 但 证 明 都 比较 复杂 。 其 根源 在 于 用 广义 晒 数 的 
A Rh TES E CK Eg A ep A? 空间 ， 并 疫 有 直接 给 出 广义 区 数 的 
特征 。 床 剖 将 进 一 此 表明 ， 玉 空间 可 以 由 一 类 具有 很 好 性 质 的 
上 分 简单 的 国 数 既 过 线性 组 合生 成 ， 这 就 是 所 谓 原 子 分 解 . 原子 
分 解 的 优点 ， 不 仅 在 于 给 出 许多 已 知 结 果 的 简单 证 明 ， 还 可 以 发 
现 许多 新 的 结果 ， 并 寺 可 以 把 DP 空间 的 理论 推广 到 欧 氏 空间 以 
SPORE. BHD, KPZR “原子 化 ? 的 研究 方 法 , 深刻 
Mesa fora ROS A SRS RICH. Cabo tirk TMs 
R, 

ARERO $5.10 i5 AP vx oD "GF @ DIF. 在 
85.2. AUE -RE (0.9.5) UTE WE. — d ae BE ee re N, 


IEEE > I. Q0 - tom ao Tho att | J 
HP es hij aftr Os DR EERS ey gl 及 SÈ n( p^ 1) m 
选择 无 关 ， 其 中 4 KSB ADA L* BR. s UK 
的 数 目 。 


$5.1. H^ SiRF 


本 章 特 正明, (EAS LER EH fS PCR), 3Xoc ZETA 
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E fR fed 8 RREH 4m X. RBIS. 
定义 1.1 肖 0<pS1。 我 何 称 定 叉 在 R* 上 的 頭数 a 是 一 个 
(=) 原子 DAE s 


(1) suppaCQ， 其 中 是 RR? 的 方 体 ; 
(2) la]. [OQ] ^, 


D 对 任意 满足 条 件 0Slgl < |"( テー1) 的 多 重 指标 o， 有 
| x"a(x)dx =0, 


JArBa-(23,,2,), [A] 2a; ca; +e tag, a; AE dE f E BY, 
Cl 、 1 Em 
(=~ 1) 表示 不 超过 (二 1) 的 最 大 整数 . 

条 件 (1) 称 为 原子 的 支 集 条 件 ，(2) 称 为 原子 的 大 小 条 件 ， 
(3) 称 为 原子 的 消失 矩 条 件 ， 

条 件 (3) 的 合理 性 ， 在 p= 1 时， 我 们 在 $3.2 中 定理 2.4 的 证 
MZANI, MASER, M | fondx=0, ay 
必须 满足 消失 矩 的 条 件 。 

定义 1.2 定义 

HP CR") = ff esta, f= Aga, 是 
(Pico RF, ASI? oo 
ln =inf(S asl?) ， 


其 中 下 确 界 是 对 f = OA 50; 的 一 切 分 解 来 取 的 .分 解 f = A a 
含义 是 在 .9 意义 下 培 的 ， 
类 似 地 ， 可 以 用 ERE L^ 范 数 而 得 到 : 
定义 1.5 ROSP, MEM ER bU AHMAR 
140 


Cp，2) 原 子 ， 如 果 
(1》〉》suppaCO， 其 中 是 R" 中 的 方 体 ; 


i-l 
(2) jalas jj” P; 
1 
x? d = 9 | — こっ > | 
(3) | radrs0。 40<[al</n(——1)], 


BA, PRETU Co ,20 FR. 


定义 1.4 定义 
HPR”) = {fl 6.7’ CR"), f= XA; 基 (p,2) RF, 
DA; |P<oo}, 
lap e inf (DIA, 
其 中 下 确 界 是 对 了 = DA 54; 的 一 切 分 解 来 取 的 。 

HP 空间 原子 刻画 的 一 个 重要 结果 是 

定理 1.1 变 0 二 p 志 1，JE .9 ， 则 下 面 三 个 断言 等 价 ， 

(D [e H?(R?"), 

(2) f C HP (R"), 

(3) f € HP CR"), 

并 且 三 个 空间 定义 的 伪 横 是 等 价 的 。 

证 明 (= 0). HEB], o fE ROO) Je a , & 
acH? Alain <C, 其 中 C 与 4 无 关 。 这 是 因为 , ERTSE 
H*^, Way f= Asay, a; J& o0 CT, 3d Ail? x21 f£ do. 
这 时 


ee D lalla o <C? play? 
TE jr1 
«2C? [Ifl ns 。 


取り で の, suppeC([xl x1, | secede = 1, 根 据 定理 3.1， 


REH IE CO [o SC BUD T. 
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Wa 的 支 集 訪 0. 不 妨 送 0 的 中 心 在原 点 , FEMUR Uo LE 
只 需 经 过 一 个 平移 就 可 以 了 。 这 时 


| の PC の d+ = | «| = I-II. 

R” (2Q) (2Q)° 

对 工 H Holder 不等式 , Fy XX et CO t f fy Hardy-Littlewood 
RK Ew, 有 


- p 
IE or (| e*(a)*(x)áx ) 
loo 


1-2 
«iol *letcay hs 

-2 
ssCTO1 *IMoots 

204 p , 2 Pa 
«Clol Flafi scle, *[of' 
=C, 


为 估计 本， 我 们 需要 8* (0) (xX) 的 一 个 逐 点 估 Tr. Axe kh 


- x= y 
一 tof d 
P xalx) | /( ; Jacy) y 
-| ch (FY) - Pr の ia(y) dy, 
Q | t i 


Rob P D Eeh? e sib A-o N= jaf -1) m 
Taylor ZHR., Aik HT TUR eC Mi ABRE. 由 suppy 
cil), m 


と | マー ター ll 一 iil, 


(y NI 
peace] corn] 2 [acy)idy 
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p-b veh 
| 了? 


| Q 
< C | x | n-N«1 ? 


对 t RLF HA 9*6 ORCI. AG 
y+ PEN € I) 
LO a 
m<c] 9. xy | Pine “1 dr. 
由子 a(t) >n( = -- 1)-1, fn p(n+ N+ 1) >p+ カ >n。 ax 
上 上 上面 的 积分 收效 ， 容 易 计 算得 
ISC. 


ERA (2) == (1)， 

[f fidi. ETE R WEB RT O, DIA T ERK. 

CO) —»00 dS PEBEHWBSIE. A H IT XB, 
有 具有 (p,2) 原 子 分 解 ， 先 假设 SC LPO H?, i ucy,t) yf iy Pois- 
son fi^». 


Nt y€.23E 5 SEX, suppyc{|x|<1}, E 


I -04t ーー — 1 
NS yGOdxz0, 当 Ola) SN Lez (1.1) 


e-"jiuduz - 1, (1.2) 
0 


eM RTE, 因 旋 容易 者 列 , FSH 数 hE 2, X 
于 人 xj 这 时 vex) = AAO EEA., Hp AE Laplace 


AF. 由 す る = て 2x 2 rR), S, »(0) = 0。 这 就 足 
CL). 8b 638 b AiR E. MEd. DREA. 
XX FÉ 
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r i 
f= f| ee y o dydi 


这 可 以 通过 Fourier 变换 看 出 。 因 为 右边 的 Fourier 变 换 为 
- | tile igit Pao fat 


=- fa ['e-* adu 


= fa. 
XkeZ, 4 
E,-(xc R^, u? a(x) >2*} = LJ Of, 


j= 
其 中 Qf 是 E 的 Whitney 分 解 。 対 方 体 O, 定 
)-((y,t) ER?! ycQ, 0 ご と だ TO), 
其 中 l(ORROMWE. + 
Ê, = U of， Te = OE 
j 
Ths). EAR, U Ex = K^, |] T= R7". 因此 
j. k 
| 。 Don 24, (x - y) d ydi 
= DoF = D Aka}, 
kod kj 
其 中 
Ak = C2 | Qk] VP, 


at = (XY)- J ms D y (x — y)dydt, 
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这 时 


St laji? = at QF] = Ct S2 LE, 
kj k 


j,k 


r 
<OP| ut, Cordes C? If lhe. 


镜 下 只 要 验证 a} 是 (p,2) 原 子 。 HpsuppéCC(Ix| 1) Al suppaf C 
10O*。 同 筐 、 由 ゅ 満足 消失 息 条 件 (1. 可 知 alt 満足 消失 短 R 
件 。 下 而 证 明 ， 只 要 适当 取 C ， 便 可 使 
pak |< [Q5] "7P, 
3 5 rS T 
gt]; C2*|05|'7*, (1.3) 
Hic b, IHE REL, lls, A 


[f n roaga] = | [, PED. We* め (の dydi | 
n i 


4 dydt\$ 
«(Jnnt (J... ioco try 
(1.4) 
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JH Plancherel 公式 


ad i dt 
| eek iit S ie prar 
n^* t Jod n? t 


+ 


T. 


JAM ip ety hey? ar" 


EM 7 
F er ^ ; 40H 
= | | fP orar] 1 Cry 2 
= | aq ^. ^ (Hj: 
sp? ? aL u 
= Cl C, (1.5) 


用 Green 公式 


| tigu! ayda] ( tul yul +. IL tc, 
IT | Jart 2 


oil 
j 


注意 到 ror 中 的 宽度 10", di$4.2:H5]282.3, Rife oT kA 


iui Coh, "Ivu[ «c C2* 


MEES Z | 二 1，167$1:<C1091， 便 得 到 


| „t yul dyd cz C2?*| Os. 
JT 


j 


把 这 与 (1.5) 代 加 (4.47， 再 在 Q a Pp HAL < 18 be 界 , AGE 
AY... 从 而 得 到 了 了 了 的 (p,2) 奈 子 分 解 。 

(r84.25]HR2.2ngnpWrB. Fea LON? TE H? BAR. 
央 此 ， 对 一 般 的 SEH’, FESR ECLA, 使 得 


f= fm, > lalar <C ilge. 


ELIE fin 77? DIL OR, HII 
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Zl 


m.j mno j 


P lf ln?» 


ix EBHEBI T G = 一 > OD. 
(3:02, BR LT iei E OGRE ON 22 UE 明 每 一 个 (Pp，2) 
hi ー ビ a ki 者 5 Hj AG p,907 d ay gn ee I. 


al. Ee a ti m . "E Eois t : 1 d : 
AE PS AI 这 时 NN = "(5 - 1) -0. ia 


1 1 
GDE, ppa, elal? 7. iW b(x) = |Q|Pacx) , tl 


lb | To | Q | e. 令 bly Cf = M f (29172. 其 中 M d 去 Hardy-Little- 
wood MARKEY De id 
Liga {xe ig? ,Cb) CXS 
= {xc R" M Ob) (x) >a? 


iix a 充分 大 , 有り 。-2 マ 。 KILDA, 4 xe 208, 
M (bx) 

ET 

Joc Ca 表示 R^ GPR Se. Jua V IT/Ca, (ETTU. 


c20. « 的 大 小 在 下 面 才 最 后 确定 ， 
对 Ua 作 Whitney 分 解 : U, = UQ;. xu e 在 A Hr C1, 
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1 だ メ 
( | [6(%9| dx) <Ca, 
| Qj | Cj 
xt b [5 Calderón-Zygmuad 分 和解， 


bX) = Go(X) + Soh; (x), 


Et. 
-H.LE 
>y 


23! j 


l MA a 


lO, M x&Oo,. 


WA, [g.CO | Ca, fossa - o, 


1 


"| h;(xyldxa2 ie bcy)|edx *<9Ca 
lO; 1 - d | EZ - | ) < ° 


jab, CO = zh; CD, WY supp^;CQ;, lb5;t2«1Q;1. Hb; FORE 
b, ERD NE. ARTE, 便 得 
BED = C0 + 2023 (971, 00 + Shsos, ©) 
jo 1i 


= glx) +2Co *9;, (x) + Ca)? D b; oda (x) 


jo 


| Jody 
= go XD + 2Ca >) 9;, (x) + (2Ca)? > 9j j (XY 
3 Jody 


+ sse + (2C a)" > hi jy 


j 0 , K 
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其 中 
supphy 7, CQ veg a 


U O5, = {xER", MO 0 002a), | 
Jk 


I 
| hy ug (x) |dxxz2Ca, 
[Qj om | Qo fy d CO dx 


TugTUCPMIESO.DS, HAR C, 使 


Corf 。 Dy hy4,00|dx 
i oneik 


«(0Co** D IOl 


うす 5 の の うと 
= (2Ca)k'! | 2i {xE R”, M (53 5,2 CO>a*}] 
Jo'ikR-]1 


«(QCa)*'!(C,ac) > an Bs ldx 


19:734 .1 


«(On (Quat ST [Ogopa] 


人 


LIE 
« (GCa)**! (Cg の を うし 19; | 
| i 
« QC a7) |o1--0 (k- c0), (1.6) 
RE a>>2CC。 这 样 我们 便 得 到 了 
DCX) = 9,0) + 2Ca 2 9,,() +(2Ca)2 2) 9445, 


fo 19: 31 


149 


“+ (2Ca)* > Iiv (の キッ 
Jo | 


其 中 右边 的 级 数 按 L' 范 数 "P 令 


-1/Pp 
ag (x) = 1 sg] mex), 


AEREN, om) 原子 , m 


1 


.l 1 1 
a(x)= Cal|Q| PÍ | Q Pa G0 + 20 や I9; [Pa CX) 


I 

2 2 + es 

+ (2Ca) 2j [Qj Paj CO Feet 
For ji 
1 

210 た h . . Dn. . eee 

+ (26a) > [Qj oj | TJ}. 
1 


剩 下 来 内需 验 证 (7,c0) 原 子 oj ，) MORAY p EZAK OL. dé 
Sk bk, HiCI.6 Hl 
2, HO 
ford poy 


WORT 5 vss REI PREZ AM 


| (Calel, 


Fo whit 


<(Ca)?1O}- fio: = (2Ca)? や) iQ, 


fo 
*(2Cay? X; lQ; ;.1 
Jordy 
beet Caer や Ly jus, te 


0 "ウナ た ー』 
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< (Co)? S (CO)? C,a?7*)* «o0, 
k=0 


因为 只 要 a>ecd:, A@C)’C,a? KL. 


当 p ーー [时 ， bt : 面 的 证 明 只 需 在 一 些 修改 ， 便 可 得 到 分 - 


解 中 的 oj ony RRL GWT ATG MSE, 人 完成 所 需要 的 下 明 。 
这 些 修改 是 取 
bCx), M x&U,, 
の =] 
Po, C2 CO, = xEQ;, 


其 中 Po, (bz 是 次 数 不 超 过 N = |n( L-1) 的 多 项 式 ， 使 得 


| TORLI 已 。 (b) GOx^ dx, 3i07zla| x N, 

~ 9; Qj ? 
容易 看 出 ， EFE 3 存在 的 (可 参看 3 5.2 的 命 di 2.15. 
类 似 地 定义 9 oj ng p> 这样 我 们 便 完成 了 定理 1.1 的 证 明 。 

下 面 我 们 给 出 H? sy Sa (广义 面积 积分 》 刻 dé, [m 
bb ET HP ZR Cp, 2) CT 2 FRY 25— EH 

ue! (RS, veo & $5 Thy PR, supp HCE x] «17 


| vcxyetde=0, 4o<lal<N, H 


ak 
> te 1201 
[eol 0. 
0 


EHL f Ry SPAR. CELA 
s.coco =f] eO PE) 。 
"as fa S 0029 50D. 
定理 1.2 ig fCH?*, O<p<l, li SMEL H 
ISSC ISiuo 
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证 明 SRA FEEL pO = CD ANTENA, RAT AE TP 
DikFfa, 十 明 ISCao の lp ミ C, HACHRM Fa. HUE, 不 
ise 支 于 以 原点 为 中 心 的 方 体 Q@Q。 这 时 


WS Ca) |p = | S (a) P (x)dx +] S (a)? (x) dx 
J 2Q (2Q)0€ 
= I 十 ll. 


1 SHI, DAL Holder 不等式 , 便 可 得 色 TSC。 AHO, 


it x & 2Q, «pzzl, il] 


71 
n+] 
ly, kacy)| = | cs(* 75 acoge 

JQ t 


1121/5-1/92 


«[ ーー… -| 之 llacz)|dz— 一 | Q し ja Y — (1.7) 


注意 到 supica c1), 4 xe 20,26 Oye GO M, テー 
ムタ ー タ | < At 
t>] x-y] + jy] Sxl Sx] Ii zixl/2. 
记 x(x) 为 R" 单位 球 的 特征 函数 ， 则 
ep ー Xx odydt 
So の os aif E r aod 


«|I di 2ra P 
n MELIA 


2 2 
24.5.5 
| P 


-cigl *? 
C |x) 27+2 *. 
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p.P-1 dx 
SCIQI MEE . 


对 于 一 ーー 利用 a 具有 高 价 AR E, 在 
a.D H, MALRA Y Hy Taylor 多 项 式 ， 便 可 得 到 估计 


EXPL D Mix e& 20, 


AmurfiHzc. 
定义 1.5 WtfC€.'. 我们 称 f 在 无 穷 远 处 弱 为 0， 如 RA 
任意 ? に の , UR P9 906, Biro, 


上 述 定 又 等 价 于 ， 对 任意 9E ss] opCoaxs0， 有 f,skf-—0 
(7), Hiro, XX EBD Bani € ,| WC の dx=0, MI mre 


s, | PESO, BA Pu FQ FHM HOF, 
Bt-> 00, 
Hy 2I Pob, 
Fk Si heel flop 


其 中 t551, 知 当 SELAKO), WA f EER Sb ug: 
30. | 
4 EHP, 0<p<l, AEL, Bf 


l 


TEOLL 


| の pd 
< "€, L e*I, 

其 中 C, Æ R^ 单位 球 的 体积 ， 故 f 在 无 穷 远 处 弱 为 0。 
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定理 1.3 fec. SPEL EPC1), ALEX 
处 弱 为 0， 则 fe HP'?, 
为 证 明 此 定理 ， 我 们 用 下 而 的 Calderon 表示 定理 。 


定理 1.4 Hyer, | ,V(x)dx= 0， 对 任意 5 拓 0， 
[po = exo, 
JUXHER Cs, /在 无 穷 远 处 弱 为 0 A 
fl roe (1.8) 
最 后 一 个 等 式 成 立 的 意义 是 | 
| fx vk yf ion 


E £—(, A>, 
正明 不 妨 设 C=1。 令 


«G2 = voe v cot. = v.v, COST 


则 显然 
Loa n . 
a = | send, 


J n 


AEC”, 6405-20. HYG, WEILE Se>o, RA 
[penin i 
OI 


DLR EME Ay eS Be oe RB, A Ub PEFR. 但 
18=1-6， 故 6 在 := 0 也 无 穷 次 可 微 ， 因 而 AeE .CR")， 于 是 he 
AV. 注意 到 


~ dt u dt 
P, -| Vis atl Vt まめ テッ 
1 8 
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A d 
fv: >K Vitr = Pa 一 Pas» 


A dt 
MEATA HLH BHP Bae 
出 hE S, 
| , BCx)dx = 1-| QCx)dx=1-&0)=1, 
JR H 


知っ 0 時 。 Bax ffir’). ii f (EJ 73 xu Mb 98 AO AT 
f*f.0Cy), Aco, XXBEUEBI T 2E BEL. 4. 

E, JERES, 〈1.8) 起 明 晴 的 。, AATA Zd Fourier 
变换 为 


Foree ts ko PED? S = Fe, 


定理 1.3 的 证 明 ”证明 的 思路 类 似 于 定理 1.1 中 的 (1) 一 > 
(D, Boxe ik HL SEIZE PR AD HR A EA Cu, 
pj Calderon 表示 定理 
7 の =| | 。 JEPY- n, 
AO, = {XE R', SQO)GOD25), kez. SUR 中 全 体 二 进 方 
体 构 成 的 焦 合 。 


= (Qe s. Ion9,17- 101, LOM Or «191. 


WA, X«PARTOC.. 存在 唯一 的 を , [ESRQC.Z.. ii Ok WF, 
中 的 极 大 方 体 ， 即 OLE Mer BEOS, QOQEN EZ, MI QC 
OL. Mid 

Q={(¥, DERM: y€Q, 1(Q)<t<2/(Q)}, 
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88 
SUD UG. 
这 样 ーー 
ftw = 3 3 fav DO - A 
= > Sag ak, 
其 中 


het = HUM ETAO i 


aeo = itfa, f*y.GGOoy,.- ye 


HX BlsuppyC{|x|<1}, AMER iHsupp akC-5QLl. mj 


lalis sup | al Ob (o) dx 
ibl 。 ミ 1 R 
<= 8 (| NLIS Cy) 
T P 0 g^ 


x bok y, (Xe, L) mya 
< suplO T (| Jove ee) 
qiiis, 
FY HoT eR, of AGL TA i BITS SETS ARBRE ol B 
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A: (P ,2) 


原子 
うし 73 P, RIMA 


X. MES apt Xl EEST (y) anu 


QE ZL, 


eat (1.9) 
先 假定 (1.9) 成 立 ， 则 利用 离散 形式 的 Hitder 不 等 式 ， 有 


Sal SOL, DL 
p 


s ぶ (や log ) (Sh; oes oo PR) 
k l 


-P 
2 


«cc» DAR 
k 
<<CIS( の 5 
现在 回 过 头 来 证 明 (1.9)。 令 


p 
(2?k| Q| DZC > 2*?| al 
k 


ot-[xeR. Maa co F}, 


其 中 MM 表示 Hardy-Littlewood PARMA. 由 M 的 Hd, 
知 , [Ox] «ClOkl. i 


| S* (o codxsca1** OE KCl Aele 


+ 
Di M+) 


i 
ayes 


| S?¢f) (x) dx = m |， If y GOD [?X (x, 9,0 一 


* 
Dr k+l 
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NO dydxat " 
Qc," R 


tn+l 
JU xi, y DERA 
{(x,y,t) | で OO 1x-vl«t) 
的 特 征 函数 。 対 任意 (Cy, の EOQ, E xco, mjjy—x]|-t. mir 
Bi 的 定义 ,车 xE0Q0，QE v,, MIONO] O WE 


Ok. BCTOL, MmieNRři =Q]. FÆ 


f xoa Dd 0n OD 


= [ON OF] - IO(19&.4l 


e 


>10] -i9. - (ut 


把 送 代 回 C1.10)。 便 得 到 1.9)。 Wu BRi.3D Wr XR UE. 

结合 定理 1.1， 我 们 使 有 

推论 1.1 RJE’. MEH HEKS AR IÆ SCf)ELp 
Hf (£459 0. JEALSO Ip Sif ile BT E. 

iftis t.15g $ 4.2: 4z £82. 2089 28 16JE OX E AER jal 的 ， 但 实际 
上 上 在 区 别 。 在 84.2， 和 定理 2.2 中 的 面积 积分 是 用 Poisson 核 定义 
的 ， 击 推论 1.1 的 和 图 数 中 可 一 般 的 8 而 音 的 ，V Jai iE DI 
调和 和 性， 因而 $4.2 中 定理 2.2 的 证 四 不 能 直 私 所 过 来 。 

推论 1.2 X IB EE AR PES PEE RAR FOF 
及 由 任 党 满足 条件 的 y 所 定义 的 'S BRS, Fi 


Lež Dip ~IS Dip O<pP<1. 
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$5.2. 原子 H 空间 


在 上 一 节 ， 我们 引入 了 (p,co) 原 子 与 (p,2) 原 子 ， 并 证 明了 
五 ?空间 可 由 它们 生成 。 事 实 上 ， 可 以 引进 更 一 般 的 原子 概念。 
定义 2.1 1kO0<pl<qxoo, p<q, Szs,, 共 中 


s= (st): 


gite (3-1) iaces. RATER 函数 。 OP RE, 


如果 2 LICR, Aube: 
(1) supp aQ; 


l q 1/4 -L 1-1 
D roleG の dr EO Beli o1 


(3) | «GO x*àx =0, 対 一 功 多 重 指標 9,0<lal<s, RE. 


常 ，(1) 称 为 (p,4,s) 原 子 的 支 集 条 件 , (2) 称 为 大 小 条 件 ， 
《3) 称 为 消失 第 条 件 。 特 别 地 ， 当 9 = co, s$=so 時 。 (の ,9,8) 原 子 
就 是 (p,cc) 原 子 。 当 9 = 2 时 ，(p,qg,S) 原子 就 是 (p ,27 原子。 

如 同上 一 节 那 样 ， 我 们 可 以 类 似 地 考虑 天 空 间 作为 某 类 三 
Mae, CRA. ORATOR. FAM. RM 取 的 广义 图 数 
AS’, Wh Sa 中 划分 出 子 类 万 "由 于 过 大 ， 
有 时 不 能 准确 刻画 出 五? 的 性 质 。 下 面 我 们 将 统一 地 把 五 放 在 一 
类 小 一 些 的 合适 的 广义 汝 数 空间 进行 性 虚 . 

命题 2.1 设 9 ER LEER AP ey Ble, OER AME 
RK, s FALTER BR, WEE 92 mOToi s 的 多 项 
3XPoCQpD, 使 往 


| £00 = Pe の (の "dy - 0. Os. laj SS. (2.1) 
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正明 记 多 ;为 次 数 不 超 过 s 的 多 项 式 全 体 构 成 DUAE. E 
然 ， 它 是 有 限 维 的 ，x" (0 三 1a| 志 5) 构 成 它 的 一 组 基 。 对 


e(o g) 
模 ， 按 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 便 可 得 到 多 ;的 一 组 标准 正 交 基 
pia), O<Jll<s. "E Ex" (x|a| cs)nf WMA Ra. iu 
o = | 9 codx/101. 
显然 ， 
Po(9 の (*) ニー >) bwi) 


是 次 数 不 超 过 5 的 多項式 。 満足 

| Paco PD dks | gi で dy 0« |! «s, 
Bn 

| Pe の co - go]efGOd=0, OTH, 
Ai PoCgod i (2.1D. 


下 面 证 明 唯 一 性 。 设 9 与 Po(9g) 如 上 ， 玉 是 另 一 个 次 数 不 起 
its 日 满足 (2.1) 的 多 项 式 。 由 


| [Po -Pg(g)(x) ]x"dx 0, | Ox;|a| xs 
推 出 
An: ー Po(g) dx = 0。 


HIP = Polg). 
定义 2.2 Wis EJERE, Ox[nB8]«xs, 1«a'xoo, EX. 
LB, SAAR" Eon] PAER EX 9 组 成 的 空间 ， 其 中 9 au 
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, dx 11/4 
lee saaplol "t [lo POD SO) cm 


这 里 Po(9) 是 由 命题 2.1 确 定 的 多 项 式 。 
显然 ， 如 果 f ~ 9 是 次 数 不 超 过 s 的 多 项 式 ， 那 来 


上 es9， 817 KITAY EE $e 
Pik, 如果 の 6. =0, BAS 是 一 次 数 不 超 过 s 的 多 项 
W. AI, 在 模 去 次 数 不 超 志 的 多項式 的 意 又 下 , L, ) 
构成 一 线性 赋 范 空间 。 我 们 称 它 为 Campanato-Meyers 空 间 。 关 于 
这 类 空间 ， 以 后 还 要 进行 深入 的 讨论 ， 
定义 2,5 设 0<p<1<9<o0,， p<4，so= n(l-1). sg 


叉 原子 Hardy 空 賠 ガ CR の 是 由 (ーー1.co, so) 上 共有 以 下 性 质 
$5 4 Dk SEX ETE ER JHR: f = 之 /410jh 其 中 4; 是 (p,4,5) 原 
d. sms, SAI? «co. XXI, RETE X. 了 的 伪 范 数 为 

jel 


ze int (St1a,1?) ”， 对 所 有 分 解 f= 34a). 
j=l jel 


EIA, Mid. < gF, 


(dif nme ef nma s 


Ii 
HP SCR™) CHP Te ®§ CR") CHP 41: F(R"), 


ile, 当 の xq, 
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L(fl co SC LGB, 05,5) C LGB 9 ,5) 
为 使 定义 2.3 有 意义 ， 我 们 必须 说 明 ， 一 个 (p,9,5) 原 子 4 ， 
必 是 了 (二 -Leo ,sj 的 连续 线性 泛 的 。 为 此 ， 定 义 


acg) = | ,gC0aQ)0dx, 
R 


arg) 的 线性 是 显然 的 。 我 们 来 看 它 的 连续 性 ， 令 工 + Lor, 


q q 


| (aNdx = | [g(x) 一 P. C9) (x) 0460 dx 
JR” JQ 


dx \'/4 
S10 (| IID — PDOT io ) 


«(roi inre) 


"3j 


«|0llslzq-iess IQ? 10| 


= lole- ies). 


t= Dht, a, 起 C.9.5) 原 P, IA, l<, MAHE 


意 pe han, co, s). mi a, GO—S08 He if 


Sua (Diae) <, 


f(g) = lim jj, ,a1(9) 


Sisi 
HEL, HÆ L} - 1,co,s) 的 连续 线性 泛 函 。 
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CD FE BEE, BOYS UC CR) ARIA FB 8 的 . 


XE NX, 
、 | fi | 
定理 2.1 设 O-p-1sg«o00, pq, SS= n(t-1), 
MHP UTOR) = HP *o《R")， 即 这 两 个 空间 的 元 下 相同 , Hie 


数 等 价 。 
WEBS R HT Fg 的 选择 无 关 。 BRE, ALS 


HPT So, AN f= 204;4;5 aj 是 (Pp,9,50) 原 子 ， DA, ao., 用 定 


理 1.1 中 (2) 一 > (1) 的 方法 ,可 以 证 明 |ayla? 志 C, 其 中 C 与 原子 的 
HI. ABB, FL +-1,00,8). dk 


1/P 


Ifiae<c( asl?) > 


M miflar SCi lur as). 友和 辻 来 , EH’, WH Mnl. 


[€ H? 3o, 从 而 FE No, IF H. PERPE EM IJ] apes oS 
Clfiu?. WHY Sos HP So air”, 

下 面 证 明 互 产 与 s ER. PP A E OR ALTA 
的 , 因 此 , RAERD Diss. HPU TH? Ot 


先 考 虑 9 = 2 的 情形 。 变 4 ee PPLE SQ UT 不 妨 设 它 EH 


云集 是 以 原点 为 中 心 的 单位 立方 体 Qo。 我 们 要 证 明 


a(x) = bx) + S Arb), (2.2) 


k= 


dtrhb 3 (p,2,8) UP, ERHO, PLZ DO oo, ET, 
A E Xr (E USD 方 PR Qe 1.2 Al SCOP, Sos if 5j 
原 了 a 无 关 。 


各 果 a 的 支 集 是 一 般 的 方 体 O ， 那 么 通过 平移 可 设 O 的 中 心 


ftp. Sac) =p? aex), 其 中 6p 是正 容 数 . HHA P, 


aitat c f Xy ARKO, XI aU ERAS Onus UT. dH 
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ーー ーーー・ -æ 


从 短 条 件 是 显然 的 ， 故 只 需 验 证 大 小 条 件 : 


1 1/4 
«(o7 Ll | acu) | *du) 

| Q Je 
<pr/P|Q| v? = [Q71 


AGE (2.2), @(x) = 500 + 2A. b OO, 其 中 6。 (Xx) 是 支 集 为 Qo 


的 ⑦,32,s」) 原 子 , 6 ,cx 是 支 集 为 C， 的 (p,co,s) 原 子 。 回 到 aco 
便 得 到 


a(x) = p- pa (px) 


~ 


3b, Cp-1x) 23 AD^ pb, (p-ix), 
A 
不 难看 出 -了 6,0p-'x) 是 (p,2,s,) 原 子 , 支 于 p-1Q0,P-Pb,Cp-!x 
€p.oo,sO 原子, FP On. 
现在 来 证 明 (2.2)。 实 际 上 ，Qx 可取 为 Qo 的 伸展 2* te: Qk = 
2*Q.. EVO |I] s E OO SSD O 上 相应 于 权 
[Q,| = 27”* 的 对 偶 基 ， 即 y# 由 下 面 的 方程 确定 


«vt, x°>= J.. yox? 


OS ss, 
yf O20, 


) je 


ーー 


dX g, 
10, | M 
QU da| ss 


MX & OL. 
具有 下面 的 性 原 , 


(Dp xetjEx'cox ilis) (EQ XEEL[Q,I Gram-Schmidt 
AE (ot§ BAM IESE, AA 


i 
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nij 
WfCx)= >, Bi. 


BARER 


Wek, Biro D, ATO, BUR 


| $l«$31 
Ak, = «9,055 Bh.«yt x?» 
i"[«3, 
= Beabia=PBSt60 


(2) vo 2 278 p CO Fx), 
这 征 由 于 


Í yr x? esl ok!Tlyk(2ky)yg" dy, 
lk lO] Qu 
R 
i $?(y) = 25 ! 'yEC2* y). 
(3) yio lc kl’. 
EAA CO 1x C. 
を mi = | acxyxtdx, BAR, MOI es it, m, =0。 记 . 
Q 


0 


pos Wo mete), Wosa- PARSE TE Qo EA PAB, H 


s,<ibiss8, 


MO<lll<s, A 


| b Gs dx = | acostds - | PGOxidx 
Qo oo 


n 


= nmj- >` M a J, estes 


lg iss 
xm, -m =0. 
XH 
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| | by | ?dx -| (a- P)?dx= | (a? — 2aP + P?)dx 
Wo Qo Qo 


=f GE > mi Jax<| a?dx, 
Qo 8 g<lbl«s, Qo 


- 知 bo 是 Cp,2,s1) 原 子 ， 下面 我 们 证 明 ，P(x) 可 由 (P ,00,51) 原 子 生 
mK. 対 受 0。 id 


1 f - 
mk = 4 TO aCx)x'dx22 nkm e 
Oil i IQ 0 lo, ) 


ES la(x)|dxsz C27 k”, 


Qo 


, _ „tiL 
mip CO CQ O), 


3 EAA 4k ocoftt, mbyfCOx)—0, Ale 
PCx)= M mop? (x) 


= SD onp yE -= miD. 


JISEERLE ^ 
+， 显 然 ，supp COo” H 


Ifi Go ximo vo m1 
TL 


2 y, mA Ox<lal<s, [kf , 


| fx dx = | mi- ECD x der 
e. JQ, 
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-| m*y^5 (x)x*dx 

ek 

= 2 tk lg, | pi-1Cx)x"dx 
Qk-1 


-2™m, | wk (x) x°dx 
M 
= 2° "kT 9"10,-1] - [Ox] J6, m, = 0。 
-nk(Lii. 1-1) a - Hr 
IX X41k= C2 " P^, Mifik = bk 其 中 bx 是 pcoys) 


e - | D 「 /1 ] / 1 
VF. Feach mi s= a(i), meli 


tat 1 


p 
na 
ー ILI 1 
NC へ ST jp .一 くい -nkP( +1-5) — 
uA Cn | > ,2 C 
s { S, krl Sn<Ili~$] kel 


üt X) — (à — p) +p=b, + ` Are tks 
s 


ool s] ka] 


它 正 是 (2.2) 所 要 求 的 ， 为 了 证 明 这 的 确 是 a(x) 的 一 个 原子 分 解 ， 
还 必须 证 明 上 述 级 数 作用 在 L 。- ios. ) 上 是 和 aCO — Ritt 
ERAH, Wie, ROEA FMN. 

引 理 2.1 MESELA os), coma, 2), b= ate, 


4 z21, MIAA + jx "^ € L" RO., 
xS] AR R—45t$6.1854&ie1.2. IEBIAEZE P326 1H. 


回 到 定理 ?2.1 的 证 明 . ELC gbos ). 注意 到 
1 1 mi 
(s —1» で つの Sy Je L vL d Sy ) 根 据 5] pp 2.1, 
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G) 


ale: | 
godt [ep GP ertum, RE e> テ ーー ラー ^. 
由 Fbir, OSs Da, AT 
Wo leclio. Pre Em, 


另 方面 
n(bee),, 
(1+ |x|) lAidir) | 
n Loe -7% t + -—— 
< casae G y OP b CD | 
tt LE I -h Lit, -14 
< C2 ae: 22 eC t 5)|b QD. 
因此 


n lig -0% lil - 
patap È O aboae OE, 


1 sotl [i] s oror. 2 
HA E 1e oc T, RATA Ib ee, E 得 e> 
l _, {| _ 
max (= 1,2), ie, Mii 
c. 。 (まし *) 
DOPO ix) Arkh ie Cla 
k=] 
—  -nk(tli-s 
«c Sig Ua ug, 
kel 
于 是 
M AgbikCOg CO 
kel 


= g(x) (1+ [xp "PSG + xp)" 95 be). 
kei 


这 上 就 证 明了 acx) 和 级 数 b+ D Y Aine CO. 作为 


Sy cifras, kal 


A E - aoo ss, ) 的 连续 线性 泛 函 是 相同 的 。 
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Ap TADRE. IWER, REA TE ? キ 2 的 情形 。 这 
叶 证 明 可 类 似 地 进行 ， 只 需 作 -一 些 明 显 的 改动 ， 如 用 Halder 不 等 
UR Schwarz 不等式 等 。 了 唯一 需要 指出 的 ， 是 需要 证 明 


(f, la-nlvas) sc(| iaa). 


这 是 不 难得 到 的 ， 因 为 


q q 
(| ja- P|*àx ) ^ <(| lalsdx) + sup | (>) 1。 
Qo Q zcQ, 


0 


f, aco tàe t eo | 


<illssl ` 


人 


1/4 
q 
«c | lecoldxso (| tal dx) e 
ik, 定理 2.1 证 完 。 
到 现在 为 止 ， 我 们 证 明了 ， 当 0<p 达 1 时 ， 


HPCR") = HPUSCR?), 


FUE p<a, IKS, s>s (ュー) 。 这 结果 将 带 米 很 大 
的 方便 。 事 实 上 , 当 我 们 要 证 明 一 个 广义 函数 属于 Hz 时 ， 我 们 只 
要 选择 一 组 特殊 的 满足 条 件 的 94,s， 证 明 Se HP 即 可 。 而 当 
我 们 已 知 fE€ ?时 ， 我 们 却 可 以 根据 需要 任意 选择 满足 条 件 的 
9,5， 由 /EH "便利 地 推导 出 /所 具有 的 性 质 ， 


$5.3. 注释 与 进一步 的 结果 

注释 

一 维 欧 氏 空间 上 HH? 的 原子 刻画 是 RR.Coifman 于 1974 年 首先 发 
现 并 加 以 证 明 的 LCol]， 接 着 1978 年 RR.Latter[L] 把 此 结果 推广 到 
民 “。 他 们 的 证 明 都 是 通过 互 ” 空 间 的 大 极 大 坪 数 (grand maximal 
function) Aj mi. 1977 45, A. P. Calderón 利用 他 发 现 并 以 他 的 名 全 
命名 的 “Calder6n 表 示 定 理 ”， 通 过 5S 函数 刻画 得 到 态 ? 空 间 的 原 
子 分 解 LEC5]， 这 不 仅 简化 了 WH? CR") Re ee PE TEA, mH. 
推动 了 对 其 他 空间 (如 ! 本 书 第 九 章 将 叙述 的 BMO、Besov 空间 、 
Triebel-Lizorkin 23 间 ) 的 “原子 ”刻画 的 研究 。 定理 1.1 中 的 
CD — (3) CAN Cp D Ji T- 22 EO AO EI , ALS . Wilson 于 1982 年 给 出 
HCL Wip. fbr ASAE CU A ACER BS EET HP 空间 的 原 
TAE. IA TG. Weiss 提出 的 一 个 问题 [We2] .定理 1.1 中 的 (3) 
=> (2) CH DEFEITO RCP, co) 原子 的 和 ) 交 年 明 、 取材 于 
[CR].Bennett 与 Sharpley 在 一 维 的 情形 ,利用 解析 国 数 的 性 质 , C 
接 通 过 径 回 极 大 国 煞 ,得 到 了 H? 空间 的 原子 VAM 
AEII 2; 2R UL S Hb (CRT ER, FE SOR EES SHES 定理 
1.2 与 1.3 证 明 的 起 想来 自 A.P.Calderon[ C5], BH TRUE 
fy xc te CLEH3 1. H5. | 

Ay [E&— AE Opa JET 3-27 A fix AL T Coifman-W eiss 45 Latter 
的 文章 LCW2」, EL, dB 万 ”看 成 Campanato-Meyers 空间 线性 
这 图 的 思想 以 及 定理 2.1， 属 于 Taibleson-Weiss( TW1]. KF 
Campanato-Meyers 空间 ， 在 下 面 两 章 还 有 更 多 的 讨论 。 


进一步 的 结果 


1. gif Hardyzrjn] HUV E 数 定义 中 的 下 确 界 ， 必 须 取 痪 
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— 切 /= STija; 的 无 限 和 。 如 果 把 下 确 界 改 为 仅 对 一 切 有 限 和 


取 ， 则 所 得 到 的 范 数 是 同 癌 ? 范 数 不 等 价 的 。 立 .Meyer 举 出 反例 ， 
说 明 存在 函数 ， 其 H? 范 数 可 任意 小 ， 但 按 有 限 和 取 的 范 数 却 永 
远 之 1， 见 LMTY 」。 

2, 3ü459 H? 空间 的 原子 分 解 。 设 0 一 p 委 1。 称 aa 为 抛物 
H?CR™ AK RF, wE 


suppaczB, fals SIB] P, 


f kecoas =0, 40<]a|<k, 


y ope ` 
基 中 Kk ターー1 vB: AE BE PAO S CA 84.4 fg 35, A.P. 
Calderón 的 结果 是 : E; PP 在 复数 域 中 是 可 对 角 化 的 ， 则 对 于 抛物 
y 
H'OR" thay fex /与 整 RK, k> pL 存在 Kk 原子 aq; , ites 
= NA,0, dE H? EXPR H. 
C MI VS EI; ,< CMT, 
成立 , ABC Hike PR RAB, 見 [C5]. 
3. 在 Coifman-Weiss je WY zz fic XN d uH) CU, 8 4.4 中 的 
4), 4E X. XR 2J 
B(x,r) = ii EX, d(y,x)<cr}, 


i Oo-cpbel1xqxoco, p<q, RMR aCO CO ORT, we 
Ci) suppaccB, BEEXHEPRA; 


,， 1 0108 
Gi) (cm | Ia | Saucy) ) xn, 
(111) | 2 の deco =0, 


対 0 で の < て 1, ida = =- 1, Æ X, 
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H? (X) = (fj € Lipa)’, f «4a; 
a, (DJ T. 214;]* «eo, 
而 对 p =1， 则 定义 
Hx) = {ELC = DA;4;, 
4,90 ORF, Dji «oo). 
其 范 数 可 类 侯 于 APPR") eM, Coifman-Weiss 证 明了 ,所 
= 万“。 井 且 得 到 了 他 休 的 対 偶 空 同 [CW2]。 NAR. bx X 
nm 1 时 才 有 意义 。 因 为 例如 在 R' ROT IZ, 3121 
時 , Lipa RES eae. Bob, MB W(X) 二 cc 上 时， 常数 (RU 
UCAD? PAER IEE T. Macias 与 Segovia (ERAT, ?4 b 接近 于 
1B], HP’ CX) IG 84.418 4 Hn CHOON. BW 
LMS1],[MS27, 
HEF SA ee vh. JOE TTA AR. 如何 
Xr—J0—p-—15E X -rHardy?xi. PRA - Pee. 
4. 1985 年 韩 永 生 应 用 一 般 的 s ER. 引 入 子 一 美 Hardy 型 
一 间 ， 相 应 的 原子 只 是 把 大 小 条 件 加 以 改变 ， 设 0<<pssl1 9 2， 


pa, 是 不 小 于 n( ,~ 1 的 整数 。 我 们 称 L? HR Bea 是 一 个 


特殊 的 (p,g,s) 原 子 ， 如 果 
(i) supp a ご CQ, OBR 的 方 体 ， 


Gi) ll = (ffa. axy, TL E 


1 
«iol P; 
(iii) | ox'aGodx-0, 40<lal<s, 
R 


其 中 we 2 (RO B.M Exon jeD V 21. Anf Hardy 2s 
个 定义 为 


HRD = {ff EF’, f=DAjza;, 
a, ASK (O45 UP, 3:1 A; I^ o9). 
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ip. 4-2, B=, iX BORRERBUCD.2, AT Bede AK ER 
介绍 的 (p,2,s) 原 子 。 Bb HP = 万 ?2 = HP. (EE <a 
<2, ABISL’, Wb HPY'SH” Y= HP, AAP! 是 HH? 的 
一 个 子 空间 。 韩 永生 证 明了 HIY 有 广义 S 函数 刻画 如 下 
HPO ={fe go’, Sa EL}, 

其 中 


| dydt 1/8 
ss の =] fev Geert e 


参 看 [H3],[H5]。 

5. 定理 2.1 表 明 , LOR FORE, 増加 消失 千 的 
Br gs [n( 5 - 1), OCHO ERRORES. BRAR, 減少 
消失 邊 的 条件 叉 如何 ? Taibleson-Weiss {Ep = 1 的 情形 考虑 了 这 一 
美和 同 題 。 EXE R EH RAC RE: 

Gi) suppacc-Z; 

Gi) Jalas |713 ?, 
基 中 1<9<co, MüfkaCGOIg “q Hk” (q-block), Hi “a 3k" 生成 
的 空间 : 


Bo = (ffs DAG; 1,2] GERDA; | (1 + log* < の) 


称 为 块 空 间 (bliock space), jid 
: 1 
lags, 86, t ee p) 
它 构成 Bo 的 伪 模 。 这 个 空间 与 Fourier Zg JL FUbA Ue MA BY) 
的 关系 . 当 考 虑 局 期 函数 时 ,一 个 重要 的 结论 是 :者 / € Ba, W f£ BS 
Fourier 级 数 几 乎 处 处 收敛 于 了 。 可 以 把 Bo 的 定义 推广 到 R^. g 
元 周期 范 数 的 《“ 块 空间 ”与 Fourier 级 数 的 Riesz-Bochner 球 形 和 有 


密切 的 关系 。 有 关 内 Aa ZCBLTW2LLLTW IL MTW 5 CS0], 
[L1 j[Luip[Luà4]$. 
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6. Æ $4.4ft 7h, RITET, AE HSSS(O)ELHUAH'. 
—^r AA eae, He 是 否 有 相应 的 原子 分 解 ? 这 个 问题 与 
Weiss 在 1We2] 中 提 的 问题 密切 相关 ， 即 似乎 在 原子 分 解 与 缆 
ig] H? 空间 的 卷 积 核 (不 论 是 用 极 大 函数 还 是 用 5 函数) 之 间 存 在 
dé BUS A. 
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第 六 草 开 空 间 的 分 于 刻画 


H 空间 的 原子 刻画 ， 不 仅 便于 把 它 推广 到 欧 所 空间 以 外 的 
许多 情形 ， 而 有 将 简化 算 子 在 其 了 的 有 界 性 研究 。 俩 效 ， 要 了 研究 
某 线性 算 子 是 五 ?到 L 有 界 的 ， 只 要 验证 算 子 作用 在 原子 上 ， 甚 
像 的 L? 模 被 一 与 原子 选取 无 关 的 常数 控制 便 够 了 。 但 要 研究 算 
子 在 H” 本 身 的 有 界 性 ， 却 要 稍为 复杂 一 些 ， 原 因 是 原子 经 算 子 
作用 后 ， 共 像 不 一 定 是 原子 了 ， 因 为 一 般 说 来 ， 支 集 条 件 不 再 注 
足 。 本 章 引 入 的 分 于 概念 是 原子 概念 的 推广 ， 它 保留 了 消失 和 矩 条 
件 ， 但 不 一 定 是 紧 支 集 的 。 对 许多 算 子 来 说 ， 原 子 的 像 便 是 分 
子 。 本 章 的 主要 目的 是 在 分 子 概念 的 基础 上 ， 证 明石 ? 函数 的 分 
子 分 解 定 理 , 井 用 宅 研 究 算 子 在 万 ” 空 同 的 有 界 性 , RAW HP 
HETER. 


$6.1. 下 空间 的 分 子 分 解 


为 了 型 解 如 何 定 义 分 子 ， 我 们 先 看 一 个 特例 ; n=1, ヵ =1。 
HDBert 恋 换 把 万 1《R) 有 界 地 变 到 HH'CR). 自然 想到 ， 如 何 描 
XS yi FEM il bert Bie Ir) D SIRE TIE? 

没 4 是 一 人 (12 ) 原 子 ， 支 于 以 原点 为 中 心 的 区 间 了 上 上。 H3 
Hilbert sia, ixl 

IH OD [zx Chala CÓHIl^ ^^. (1.1) 
JPH Lx |I ETT RY. 


if aly) [i 1 1) 
| ー cM ^ dylz | 2 d 
ニッ ー テ | の dy | 
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C AMI 
«nis, yay) dy c |x| 2» 


DN XE 
[Isl CG@ [darecl rl, 
而 
gz の [dx | IPCI Cl n, 
故 


[J Puwa, 


祭 合 (1.1) 便 得 
| |Ha (x) I IxI*1 HCa) (x) |*dx zc, (1.2) 
R R 


从 下 面 的 引 理 可 以 看 出 ， X] H C20 (x) 的 这 一 特征 刻画 已 经 很 有 用 
Je 

3| 理 1.1 车 定义 在 R 上 的 函数 1 GO ER / € L* O0, Xf (x) € 
4， 则 fELIR)， 并 且 


(ure jax) <8(f icaz) "(E eroas ) - 
正明 


fæl] iolaf (FO Ide 


iz! 


1 172 
« cao*(] KOKS 
R 


(frora) ani) 


=21/2 (C Ife + Cf a), 
取 C= Ip lfl 便 得 所 要 求 的 结果 。 
引 理 1.2 设 f 满 足 上 一 引 理 的 条 件 ， | fax =0, m 


fEH'(R), B. 
Ilaro el lA fes 


证 明 由 8$3.2 中 定理 2.4 知 ， 只 需 证 明 HOD E 上 上。 根据 假 
BEL’, 知 HCODEL, m 


lf" x 
xH) = xl. x - y! Py 


= wl (ey - EU 


1fP y 
Le | py = ガ (9 げ ) く >) 。 


AX 


故 x 万 (JEZL2。 从 上 一 引 理 便 推 得 所 要 求 的 结果 。 证 毕 。 

Hu PR, RJY HIDO T O bE WE X WA 
A PETEMAR MO), 

G) (| IM Pax) (| ix - rol Meo dx) <, 


(i) | M Cx)dx = 0， 
R 


jt oo m Ze nu i BORK AD TM FE, A OM) .由 引 理 1.2 知 
分 子 MEH, BRA H'(CRORO,2.00 EP XE 2. KERTH 
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得 到 , fe H' HO AM f= SOM, COMILE Br 有 的 x 成 


$2) 


35, TEM; 是 万 分子 ， 且 SM AL. 35, 上面 我 们 


WEHT, Hilbert 变换 把 H'CROBS i FIR 4 T. 

Fit dU RES SEE $4— Rz p 与 7 的 情形 。 它 要 
比 p="=1HHIBRRAS. 

定义 1.] OR pxl«qxoo, p«q, SFS i (1-- 1)|， 


る > max (3 ーー i}. ida-21- Les. bz 1-5. 我 们 称 


LCRO ek BoM 29 — A d'ou E xo ff ogs, 子 , Un A 
jr MONE LICR"), H 
a -2 
G) [MISI © -xol"?MC +) 1。 5 ご co, 
(1i) | Mx"dx=0, — Uxijalxs. 
I'R 

道 常 ，(i) 称 为 分 子 的 大 小 条 件 ，(〈ii) 称 为 分 了 的 消失 年 条 
fp. S159 comm T MAE, OMM. 

注意 ， 前 面 说 的 /CR) 分 子 ， 实 际 上 是 (1.2.0.3) 9 T. 


另外 ， Pq, “ーー MRF Tao, [eer mie 实际 上 是 


刻画 M(x) TEFL IAM a. ASE, A 
M GO (Q 4,5, 55) P, 6 c6 e max ュー JA M GO 


BÆ, d,s, EDHE. 
引 理 1.3 ie Mac ay MURA, HWE 


p? 
IMMO Ix C (p+ [xD n/P «B? (1.3) 


jt th o0, £20, 0c p,«1, 则 对 P +(1-1)Se>2-1, 
= n Py Di ) 
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= ュー +e, bz 1*6, A 


Mehl © [PMC + a B<Cs 2.4 
Rite. goab, (1.4) 成立 则 C1.3) 成 立 ， 共 中 
| i 1 
p-na, pi ^ b-a* 


正明 A.ID. Han 而 


nb 
nb — a 


因此 
MSH] MC as<C ;p BME P ona -D = C, 
ExDk, WADI. Q ePi = 1MI。 这 时 


a 


b. -2 pb ーー 
ixi ^ Mix CETT] Mè Bs = CaP, Pe = CP, 


过 此 
M Go man | Co ino 
Ceremin{p Py", [xl Po) 
<Cp™ = Cp 
n Lot |x] (p+ |x|) P+ A. 


引 理 1.4 ”车 4 BHA. IR 子 , 中 a 是 一 个 (Pp,9,5,5) 分 
qp, Xm e0, dba 的 分 子 范 数 满足 


.1 


1 
A^ (a) «C P, 


其 中 Cs 是 仅 依 赖 于 维 数 7 的 常 数 。 
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正明 iato, DEP, EFA *。 为 中 心 的 方 体 Q 。 只 
需 验证 a 满足 分 子 的 大 小 条 件 。 事 实 上 
lalg</Q]? =O, 
而 
|] © —xy "^ac sg’ gp) "oa, 
其 中 o 是 方 体 Q 边 长 的 一 半 ， 因 此 
vn 


nb 
HL e = zol "fec・ う lss( >) oeras 


于 是 
a-b: -S.f PRA b(1-5) l ! 
J^co«|o]9 eC 270520 =Cnd ? 


为 了 证 明 每 一 个 (Pp,9,s,6) 分 子 都 属于 HURD, 我们 需 
要 更 多 关于 Campanato-Meyers 2 lH] LOE, ,s) fj TE M, 其 中 


TIEN 
D 
关 虑 以 原点 为 中 心 的 WAKO. VCoty os HH Bl x7}(0 
< lli<s) ZE Q 上 相对 Fe G8 Gram-Schmidt 正 交 化 得 到 的 


标准 正 交 基 ， 记 2$ 是 限制 在 Q 上 的 全 体 次 数 不 超过 s 的 多項式 
集合 . 在 8 5.2 的 命題 2.1 中 引 和 信和 辻 多項式 

Po(9) = > < の , の > の 5 = 57 | 9cortco orti 
记 On 为 以 原点 为 中 心 的 单位 立方 位 。 设 PQ = Qs, EIL Pe — Fo. 
显然 95p (XY) =951(p YY)。 令 


EUM PET 


PET 


则 对 任意 xEQ， 有 
180 


PDC] SEP | | g(x) dx, 


其 中 C 与 9,Q X3. BR, 此 不 等 式 対 中 心 不 在原 点 的 方 体 O 也 
成立 。 | 


(1.5) 


SHER OCR", p€.7$, ERA Po(p) = の , 便 知 


p — Polg) = PoOD — Pog) = ア 。( カ ー ワ の )。 
应 用 (1.5);， 有 
dx NA 
| s 


(| 10- Poco? 
«(T 19- pi 
<(| 19-21" M +(| [Pop 01* ce) 


<(1+C) (f 19-21% or) ° 


(| IP- Pec | E ) 


(ro [ 19- Peel" de) 


In 


| 17g 
A Mn (ort, INE - p]? ix) ° (1.6) 


5EX 1.2 设 g 是 RR" 上 局 部 可 积 疯 数 ， 我 何 称 9€ L* CB, 
q's), Hr 80, 1x4 zoo, s ARTETA ER, 如果 
/g' 

Hol tga ss sup (101^* { int | ial re tel < )< «coo. 

引 理 1.5 对 620, ILK <oo, 

L*(B8,9 ,5) 是 同一 空间 


sb THR, LOL OG 
> Beds ee ST As 


| M PERT PL | = WAST AE 
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证 明 不 等 式 (1.6) 给 出 了 等 价 性 中 一 个 方向 的 控 制 ， 而 另 
一 个 方向 的 控制 是 显然 的 。 证 毕 ， 
定理 1.1 Hoa. 如 前 ，s>>max fÈ, p), MTENDA 


件 等 价 ， 
() FL PLE 8). 00, 


(ii) 
[gies se 98) 


P>0> g ER” 
o pen Tala 
| are erg, pier IgG =p) ax] 
8 
«co, 
Ff: H. 


(gio Ba’ sg 一 cl ** go TZ" 


证 明 (GD) 一 > (i)。  XHEGX EO dup x, WE 20, 


jn 
Ing -nfq' M" 
lolum inf (| e 2 assa n1 dx) 
t^ pest (bd lr) pi 
| pen" - neg: 1/4" 
=> inf (| a Qe pl ax ) 
" pred oP + [x zv, ys enar 19 pi 


| M l ~~ -n ' DS 
之 inf と (| 2 g - p|* dx ) 


pes 
| = Clgl ss g, Be 
G) ==> (ii). 对 任意 x,,020, WO HA xo Who, WK 
为 20 的 方 体 。 这 有 时， 把 Pop) 写成 
ーー uU a y CX ,D pP 
Polg) (x) = 2, I oa) , 


[Fics 


未 中 VI =p Daly 


4,(%,P)=D’(Pelg)) (x), a Cd 9 )". 
我 们 要 证 明 的 是 


if 


po PR! pr i q' 1/q* 
| M TO 4 EAD tn 19( テ ) 一 Polg (1) dx | 


i 
~ 


SClGllucsarss. ， 
Sct C g, P, xy ER. 
4 Qo, 7 Q, Qs -2"O,, W 


Pe, Cg» (x) = ` a, (Xy,2™P) oy _ xo) *, 


[vias V! 


*9* im 
iX KE 
AL ni 


SN pr eaque 
an (o4|x- x," i lI ~ Po (9) GO] ) d 


ar ー i a 2/94? 
SP IG | 1 りー デア 。。( の 1 dx ) 
0 


や [[ e*"[g — Pe Cg) i qe 1 / ロ ァ 
| (5 n dx} ] 
i Qm^9m-1 (の + |x — xg]? 


1/q’ 


cerie | lg- Po CD * dx ) 
~ 9 


Th 


， | /q* 
Ig - Pol’ dx} | 


Hm oa] Vm 
opt C he Nth i | ーー 1/q* . 
SECT’ 24 D rT] I9- Pe (DI dx ) 
Qm] Q m 9 
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I se | | 179 
p^" ogonem à i - Po. (g){? dx) 
&C 2; (oi |9- Pon て の | 


+ Cp-?^ Sane 6 Hl. IPe, (9) 


= 0 


, 1/4* 
-PQGIFPd) =I+I. 


I«Ce-?" X) Oal OTO lalea n) 
<C > QE Tg gy sey 
in s (0 
«c Clgl eq sso 
I <ce-** 5 (2T sup | Pay, CO- Po (DDN 
m =Q m 
其 中 


sup |P。。 (9)(*) - Po, C9) CO | 


2€Q, 


< $1 € P ja, (9,270) 2a, (3,0) 


via 3 r| 

<5 C2™p)'”! さい fj +l 了 
テー ?!1a,(,,25*'0) - a,(x,,2/ の) | 。 

BEL: pu 


RIMS, 対 任 意 次 数 妨 s* 的 多項式 p。 lvixs, & 
・ fq’ 
1D" CP) (x) SCP "Gard COT dx) » 《1.7) 


其 中 C 仅 依赖 于 mn,9 s, GONER. 
假设 断言 人 1.7) 成 立 ， 则 
sup| Pen cg) Cx) — Pe (9) (x)| 
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«c » €^ a "S (の の ー ( 


ア (g^ 

lis j=0 Q; fo, ! Ajen 
ig 1/9" 

一 Pe; (g) | 4 dz ) 


mpyiet WN 
«c Ny CIDI SY gip) 


4 
Ivins 7! jo 


«KJ, Pe,,1 69) - PIE x ye 


IQ; | 


2g dx | 
*(J. | Po, (9) gl ) 


|Q; | 


moyi?! m 一 
«c 5; e " S cin 009,4l^ + 10,19 


]*i«s j= 0 


x lola TI 


mir m-t sy 
SC» glue 2,7, 2) MD} 


<ce"™* igi, 


r SS ， 
一 j? 
LÀ 


(B»sQ' »8) 2, 2 
j=0 


BIB, W 


Sy onlin: Pu vill S ans =mgms , 


=n j= =O 


从 而 


[| CP "Sh » (Q7 tnym premoms lol rega’ 98) 


m= 0 


Cl gla: os »3 m2 mt^t7f! coo, 


fü 0 


185: 


PE S 
44 B , Lui 


m-1 き m-i 
5 orl - £s 23) — y» onm ー m9^nmf£ ; 
j=0 j=0 

从 而 


T <Cll9llucs.g .s » moni hn coo, 


现在 回头 证 明 断 言 (1.7)。 先 设 2 为 中 心 在 原点 ， 边 长 为 2 的 立 
方 体 ，y(x) 是 次 数 不 超 过 s 的 多項式 , 


Fp b, =D MO). 考虑 9r 上 两 个 不 同 范 数 


[Yie = sup LAMP 
ls sS 


Ins = (ie f, roma). 
由 于 有 限 维 Banach 空间 的 任意 两 个 范 数 是 等 价 的 BOY. 
上 , 特別 地 有 
Ib = ID'Co(oD[Isx clle. 
対 一 般 前 »GO€.99, HHO x HAD, PAARI He 
x 
p(X) = ` cr (テー xg)", 


ies 


其 中 C, =D’). 4 


¥CW) = P(PW + xy) = 2: P Per, 


i»i«s Y 
S $5RY(o)€ AS. Al 
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Ip?) CO), = eC, | = pi pD' aoo | 


EM l 時 - 1/qd' 
Aor | Q | IY (x) | dx 
nl- Yan 


-ef 1 | (x) | q’ ax) 
~ XQ! M , 


这 正 是 断言 (1.7) 所 要 求 的 。 

推论 1.1 EJELE T D, 別 存 在 多項式 px ダッ 使 
得 

g(x) ~ p(x EAEI DEAS (R^), 

H pnb =n( |. +E )， と > max Us Ah. 

这 是 定理 1.1 的 结论 包含 了 的 。 

HBI2 BIELI 9，s>max [3,5 } I 

go CL + {xp "^e LU (R^), 


其 中 nb = n( 1 re), 
q 

x Dy, MEER poo €, WAPOL + |x|)" 
€ LY (R'), 

推论 1.2 阅 ， 空 间 7.(8,4 T ER ER, LE FEB WEN 增长 的 价 
满足 一 定 的 条 件 。 


41.3 EMEA Oas E) DF, MME IC 


L( 510s), 有 MOJO € L'OU), 
ERLIK, EAS DDT M CO. 都 以 如 下 方式 定义 
Là} -1,4 ,s)iodttizd: 
p 


Mp =| „MOda, 
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ESUTEXBESUESUISES- ILE 
定理 1.2 若 M 是 一 个 (np,9,5,6) 分 子 ， 则 MEH™Ds(CR")， 


并 且 
|M lauros SCA CMD, 
其 中 C SMIRK Te. 

证 明 不 失 一 般 性 ， ATR M AE Bu 为 0 的 (p,9，,s,s) 分 
子 。 先 考 虐 4?=3 的 情 形 。 

A o DM meixeRu [x] <o), Er- {x 
ER" ki || cato) iB My = MXg, い 其 中 xs， 是 Ex 的 等 征 
函数 。 设 Px AEE, 上 次 数 不 超 过 s Bud e ig 条 件 的 唯一 的 多 
項 式 : 


| „CMe POx'dx20, VOR) a} <s, 
R 


JOP MU PC の S0 IT & Ej. 
我 们 来 证 明 Mi — Py 基 ⑦,9,3) 原 子 的 倍数 , JUI CERO 


HAL. ROE P. 也 有 原子 分 解 ， 其 证 明 


た =0 
Hid L5 $5.29 RH2. 15g 4e JH In]. 
不 失 一 般 性 。 AIRY (CM) = 1。 这 上 时 


站 ("OOM «EPO = [M], 
因此 


a b. 
a 


n l,, ーー 
MC a= [MIS 87 


一 gs. 


dx 


PL 


记 (601) 4 dp (x!) OSSD dE E, 对 于 测度 
Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 得 到 的 标准 正 交 基 ， 这 样 


Peix) = >) EPEC, 


les 


其 中 


i dx 
abe ]., Mf. (x) TT GO c 


E, | 
iu By - (x€ R^, |x|xz2*a]. XX FE suppCMy, — Pp) — Ej — 
Bye dE WW 


H 2 コ ュ ーー C 42 

ュー _ p, lzdx< - | M2dx, (1.8) 
arh, M d [Eple * 

事实 上 ， 由 于 


| (CM, (Cx) 一 PCX) PL,CGOdx- 0, 
Ek 


し | O -POT | ME - Py (DI 
|B, | By ERI : 
«Ms cods. 
而 
Ja M で Pk の dr= | MC) >) afe GO dx 
TET Ek TIE | Ek] 
Al dx 
= >) aj Mk CURT | 
[Ei sk 
2 ¥ ap*= | pico 
24 0D'-], Pi IE 
Wilt 
If 1 M, - Ppl?dx us M pdx 一 |. | Pidx 
(Bgl JB, [Bal JE; | By | 
] | 2 2v C I 2d 
< 一 M2dx: ーー ビデ ーー | M y dx 
TE s, vk | Ex | Ek " , 


这 就 是 .8) ,特别 地 


dal (Ms Po の "dx TAL Mol} 
0 R 
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Co Po G^ p) -CÍIB °P. 
3 k1, RNA 


n 2d SUME 
[Je te 一 Pr) dx ey 


"iz, Mi|x]|"'! +20) | “+ de 
NE^ k 


«C Qo) HCGk tT) Mr | ME [xf 1 は すま 4 
Ek 


«CCo ?1*0)9-2kn-2kn* gana 

«C9 2kn-2kn* -2kn/P [ (gko)* ]- P 
— -2 ~2/ 

= C2 "| Bl t, 


中 C 只 依赖 于 ,2。 这 就 证 明了 Mp ProAnte, FE fa, 是 - 
(p,2,S hit, SFB, lAr SC Ae, 
用 $5.2 定 理 2.1 中 证 明 己 可 以 由 (Cp,co,s) 原 子 生 成 一 样 的 方 - 
法 ， 可 以 得 到 Ph 的 (Cp ,so,s) 的 原子 分 和 解 ， 从 而 有 


Xe > ー 25 Nha a CD, 


FlisS k= 1 
其 中 ai, CO 3k (CD ,00,8) 原子 m 2 S jti P<, 
Iis Kk 
总 之 ， 我 们 已 经 证 明了 


M = aos + >, nane 


£^ 
其 中 a, AP, 2.908, a1,29(0, oo , OF, 
Slakt フリ X Mak Pao. 
但 这 里 MKx) 展 开 式 是 在 逐 点 妆 伍 意义 下 成 立 的 ， 我 们 还 必须 证 
明 ， 作 为 连续 线性 泛 函 ， 级 数 在 以 L -1,%,s。) 上 的 作 用 是 与 
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3 相同 的 ， 即 我 们 要 证 明 


对 所 有 ge d -1,20.5, Ji sr. 
Bec B. STEER x CR", FE k0 ti f£ xckE, #Bk=0, 
ET 


Mx) = Apdg (x) + 2 Hio o(X)3 
diss 


k 
M(x) = AkO D > jay, 


Liss j=k-1 


AIL, Mixa Ha 有 


(ez t 2 Bau, 1) 


た =0 iius 
N 
= (ante + kd ec) 
k=0 d$ 
=M(x), 


N 
MEDICUS + > Hisar kX) )gC*Ddz 
| k= 0 Dies 


=| - M(x) g(x)dx, 


iz} 2o 


E 


No, dE) Moog ode, 由 于 左边 是 有 限 和 ， 
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WESS BUR TU UU UT, A ARERR S 


N 
lim >| ー TG + 22, Ly pau) jg(z)dx 
N-o kao 7 Isk 


jæla2N 


x lim M Apdy(X) + 之 rn Gip(®) Jecodx, 


N- roa k= 
这 正 是 所 要 求 的 。 
MRI=2, 0<p<1 的 情形 ， 我 们 已 证 明了 定理 1.2。 对 了 于- 
P= RRE L RE Pee EM, 证 六 也 是 正确 的 。 对 9 六 2， 如 
同 $5.2 定 理 2.1 证 骨 中 关于 os2 的 说 明 ， 只 需 证 明 


(= | Mg-P ez ) E <c ( L | IM sax) 
| B. * SSN pt Jan! 5 


BERAT Ss, 一 致 有 界 , ru 


其 中 


1 
at= 让 te, PíCO9TGOdx = Tec l, Me Cont dr, 
因此 


eef し | (MOids 
LPG で DS で 2, laf SC (Bt) rem * 


ss l _ cC q a | 
( ( pi Pe の le) <e (4 atl, | MCX) | dx) 。 
ax 


(ipaa, MeT Pda) 
n sf gal Mal 84x)" Haad, lores) ^ 


qq ‘q 
(55; | gn | Mal tde) + sup [PeO] 


liq 


«c CXMETES . 
综合 引 理 1. 4 与 定理 1.2 便 得 到 
定理 1.5 L(1-1,0,5) b ty ie a R th Ew se 
HPV CRY, SHARH 
f= 人 AM， 


其 中 MA 是 (p,9,5,E) 分 子 ， 其 分 子 范 数 一 致 有 界 ， COMETH 
«oo, Xt—3b 
ams =inf { (对 1431?)?， 对 所 有 分 解 1= 3) 41M | 
j 


$6.2. FEH 空间 上 的 作用 


正如 前 面 指出 过 的 ， 五 了 空间 的 原子 、 分 子 刻画 ,为 研究 线性 
算 子 在 其 上 的 作用 提供 了 十 分 便利 的 条 件 。 本 节 只 对 两 个 具体 的 
算 子 ， 看 它们 在 HP 空间 的 表现 。 这 里 所 用 到 的 方法 ， 已 经 十 分 
典型 。 对 更 广 的 一 类 算 子 在 HP 空间 上 的 作用 ， 在 第 十 章 还 责 作 
更 详尽 的 研究 。 

第 一 个 算 子 是 Hilbert 变换 。 我们 早 就 知道 它 是 L? 到 上 上 ? 
p 0054; A fj MERE L BL AR CAB. MD, 
在 上 一 节 的 开始 ， 我 们 证 明了 它 把 H' 的 原子 映 成 分 子 ((1 .2,0. 
1/2) 分 F), J IEA TRE A ITERA :的 常数 控制 (多 
《1.2) 式 )。 用 本 党 分 子 分 解 定理 1.3， 便 知 Hilbert 变换 是 1! 到 
HAY. 事実 上 , XHEX je H'XOD, 由 原 子 分 解 定理 知 

[2MA,a,, 
Fea; 2, ORF. NIA} 2 用 AF 
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Hf) 一 22A;H(as42, 
mAH ko 
AMan SEA HG na a Gra» 
<CHIAI SCI 。 


下 面 我 们 看 Hilbert 变换 在 H?” 的 作用 ， 
定理 2.1 241/2«—p-1Hj, Hilbert BH H Æ H” Bl L? FH 
界 的 ・ 


证 明 首先 证 明 , 若 a 是 (p,2,0) 原 子 ， ;<p 之 1, 则 IHCa) ly 


不 拓 一 般 性 ， 可 设 4 的 支 集 是 以 原点 为 中 心 的 区 闻 /这 时 


| [HCC | Pav | | Hay (o | Pdx 
R 121 


«T IH (Qa) (x)! Pdx = T + TT, 
(2108 | 
由 于 万 是 L 有 界 ， 用 H6lder 不 等 式 ， 我 们 有 


1 D/2 
pecus , MN 


_P 1 l 
«cll Deo. 
对 于 x 多 27， 我 们 可 以 得 到 点 估计 
' ACY) 4 | di 1 ji 1 
Incocols | Say = | (ニッ ー テ et の ay | 
| yacy) i 
sl i ut 


«c |I f le の lay cc HERA. 
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[2-1'P yp 
<| [HC Pdx<C | (7 vc) dx 
jæj> 2} Il aa |x| 
2p-1 1 
<C IT] | zje? dx= C, 
|z12211i 


ie MRED TY IHD acc 
—————— 
f = NA jd; , 


共 中 a; 是 (p,2.0) 原子 , XA; I? «21 pe iXIM 


IHC) jp As ?Ha VBC > | A; PEOlf i 
j j 

进一步 ， 我 们 还 有 

定理 2.2 34 locos Hilbert ign: HH ”到 自身 有 界 : 
的 。 

证 明 应 用 上 一 定理 证 明 中 最 后 一 步 的 类 似 推 理 ,上 只 需 证 明 ， 
X dg O,2,0B5i-P a, HODJEÉCGL2,0, 分 子 ， 且 其 分 子 范 数 
被 一 个 与 a 无 关 的 常数 控制 。 

记 MOGO-H(2€CO. BPA MOMBASA. 因此 ,只 


I 1 
SUBE 子 大 小 条 件 。 EY 先 ， yi: i ami- a "TE, りら =]1 一 gq TE 


ate a-b- l.l, 
2 2 p 
IMi - IP の トニ Cl も CE r= cl[Ii*7*, 
考虑 
f isti eo d= | +| 15m. 
R 21 (2 D* 
对 于 第 一 项 
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reup f IMGO [dxc] =C 


对 于 卫 ， 利 用 定理 2.1 证 明 中 得 到 的 点 估计 


、 2- 上 上 
Ico co cH" 


知 


|x Mi 


Il CH | v? | 


tela 217) dx x | Xs 


2 


H<cly ?*?* p= CE 
ax 


HOM) = MIS TUM Oia 5 


这 就 证 明了 定理 2.2， 
TA, 不 难 把 这 两 个 定理 推广 到 高 维 的 Riesz 変換 , 当然 ， 


这 时 3 <p M RS | <P cl. 特別 地 , 我 何 知 道 Riesz 25 


PRX H' SL (实际 上 是 到 H' 有 界 的 。 
下 面 我 们 研究 分 数 次 积分 (Riesz 位 势 ) 算 子 在 三 空间 上 


的 作用 , 
定义 2.1 iO<a<n, REL Sie 次 积分 算 子 为 
"Cf) Cx) =} «o, n |x ed の 
其 中 


y(a) = n29* r(5 )/T (2 _ $). 
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有 半分 数 次 积分 算 子 I 的 熟知 结果 是 〈 例 如 参 Sup, 


者 O<a<n, Dp «pe, ES » WUT EL? BP 
的 有 界 算 子 。 我 们 将 推广 这 结 来 到 A? 空间 。 
I 1 a 
定理 2.3 OOPS, "a D, n° 


CQ) F PSl, O<a<n, Wi I" 3E Hi RR L’: CR”) 的 有 
界线 性 算 子 ; 

(it) Zi Dy < で の s SS .1, Os«ca«l, yu r? 十 H?i CR") 到 H?2(R") 
的 有 界线 性 算 子 。 

在 证 明定 理 之 前 ， 值 得 指出 的 是 , Cid) 中 对 a 的 限制 Oa 1 
aD HRY, HA2 BURBS ACR RRA 

1"°* z yoy, 

由 此 使 可 以 把 (io 的 结 采 推广 到 a1 的 情 形 。 


、 1 
证 明 OG) 选取 sn (> — -1)5 j 1c, 0 «co fe - = 
i 


Da 
= 二 -二 = 二 由 于 HPR?) = Hus R”), 如 果 a 是 任 意 
(PiS) 原子 ， 那 末 只 让 证 明 ICO lp SC, HC 与 a 的 
"n ^L ODER, 用 20 表示 
ij Q "m WHE OW 2 倍 的 方 体 。 这 
"T » a Ps 
T wl <(| 17 cata) |**dx) 


LP 


+ (i 1^ (a) c9 |"*ax) ^* 
= 工 + 开 ， 


由 zx = テ +( テ ー テ ) 应 用 Hólder KÆRUR I 在 L? 作用 的 


2 


己 知 后 果 , n 
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T<C|Q|?2 92417 CO [s , <C | QI? E ala 


1.1 lok 
«cC |Ql?i [ol PT=C 


l č 
dB g(x) = ]xjs， Hg AY s YP Taylor 展开 式 


g(x-y)- P(x,y) + RCX,Y), 
其 中 


D” 
P(x,y) = > LGD ( = y) ?, 


Fiag 


D”’*' (g(x ~ 6Y) 
R(x, = p Dh (—-92'*!, O<e<l, 


TEMP YSQ, xE CO, Eai ip 


| | ! iy | $+ i 
RCX, yY) SC poja eee 


TERE aGOBASABIRTED. 便 有 


| [ l ^ | P2 1/P, 
ee 人 ーー roa wasla) 
rcec2Q)€| gilx-y| | | 
m | acy) fyi se? Py iP, 
< ner dy, dy) 
sc(| use | 。 | x | tl d 
ol 


! T i Sel, 1 - L dx 1/P 2 
KC lala, iQ] "(| ) 


ミ + 1 +l 2d -148.3* 1 
^ 1 
< Chala [Ql * aijo] "^" sm 


1 
中 - —— 
P3 


do. 1,9 
=C lala, LO I?2 9175 


(ii) lx da, disdo A A (D, Hy = 1<e<Cs +1-Qa)/n, 
1 
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の = 1 上 上 g. あ = EM 
Pe q 


2 


=。 我 们 只 需 证 明 ,7"(a) 是 一 个 (pa,04， 
(s 1) D» f, BÆ d aDC. 


由 ①⑪ 的 結果 
1 co la, <Cllalla,» 
分 解 
Co ol, 


ls CO Xme CO la, 7 I * II. 


用 (i 的 结果 ー 
T<lO] Nr @lle, «clals, IQI’, 


KUFOR 


ンー | jacy} ly 
ITAL ‘d nb 
msc(| ogc N ix|^7* s yix 


1/q 
tax) 2 


S+ 1 1 dx 1/9 
Lal | Un tirg ーー _ - 2 
< Chala Non 1 -1(&-ae«sS«1-mbid 


1 pares +b+ 


， X2 
< Chala lO a lol a T 
< Chala (Ql, 


CD) = I CEP zr Ca aye” 
<ialg alg ^1 o [otto omm 
=Cla'g QLI = Clala, Lo 277772 
«cC. 
剩 下 来 还 需 验证 1" (a) IAA BARE, BEER, MAE 


| _ | と 
Lo 1) 有 


ox jris 
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| xI (0) (x) dx =0, (2.1) 


Beach, HPH sekt, 由 0D€L, Ix|"It(0) 
€ L?:, &ulx[' I* CO CL, 故 (D ”1 (a))^ 是 连续 明 数 ， MA 
a H s Brit pub aD =OCF 181), 3820 (也 可 参见 下 市 

命題 3.1)。 注 意 到 7" (a))^ (2) = CI£I7*40D, fS CI (005^ と > 


= 0 に の , 当 を 0. 下手 当 0SlylSia( テー ュ ) 時 s+ 
ー ル | -a20, kk CD'7"(2))^(0) = 0， 这 就 是 (2.1) 所 要 求 的 ， 


$6.3 H?sg 空间 的 配子 定理 


利用 H? 空间 的 原子 与 分 子 刻 而 ， 可 以 得 到 H? 空间 乘 子 的 
YF ZUR. BE MOORA HT Ae, kR mx) Æ n UE 
Wo ILMB SCH, (mf) 也 是 H? zz (up Se S. FASO 
nf)” AE HP 的 有 界线 往 算 子 。 这 时 ， 筑 子 的 范 数 也 称 为 乘 子 
7 的 范 数 。 问 题 在 于 ， 这 些 运 算 足 否 有 意义。 当然 ，jE 万 2 AS 
y fer’, Abe, for’. (Lape RS LRH RE 是 否 
还 能 取 Fourier 道 变 换 ? Ae, (EUR T EPHIHE. 需要 讨论 
H? 函数 的 Fourier 变换 的 一 些 性 质 。 

引 理 3.1 xa 是 (p,2,5) 原 子 ， 支 于 以 原点 为 中 心 的 方 体 @ 
E, 0<lal<s, Wij 
EC 


(i) TP 4( ぢ ) | EO — a yn 
all> 


C 


jaji 8! 


Gi) |(D^45?] < 


1 1 1 1 
其 中 t r’ =], Ixr’<0, 121/73. C E aJ X. 
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证 明 O 由 原子 定义 知 
Qi fais, 
选取 POA PFS HEN s- a] By Taylor 多項式 Ri 


D°acf) = | alx) ( - Quix) %e 727i idx 
TQ 


= NIST - 2nix)*[e^?*iz*5 _ DC x) dx. 


[Da | ECIE| s+- | laco | [x| **! dx 


< Ci ol za ls 


srl l + 
«citt al C6 mn 


(i1) 当 r =] ft, r= OO, 这 时 
Jip*ac jar - c | ix^ 1a GO [dx 
JQ 


2 n! 


HEIN 
"CIO! Japzcclap;t * の 


Br SGK n9 ££ ex v M. 
Mr! = SQ BF, r=], xX HT 


> 


ip*ac jc (| ist Laco [ax ) 


21g! 。 ュ 
slO1* "ali 
Zia! 
o -d(^u7*1)«2 
< clap; Ce Ms, 


By BER NY EE RER. 
AA = 1 tjr’ = co 的 结果 ， 不 难 对 一 般 的 1 二 r’ <oo, 推 
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BETERA R. 
HS BIER a 的 支 集 Q DEARER D, vi 
理 3.1 的 结论 依然 成 立 ， 因 为 a 经 平移 后 取 Fourier 变换 ， 与 所 
来 的 只 差 一 个 社 为 1 的 复数 因子 ， 
若 在 引 理 3.1 中 念 a=0, 品 
laco ec 一 — (3.1) 


PIDE 


ZIT e (3,2) 


zc IEI allg 时 运用 (3.1)， fe (Z| lal 时 运用 (3.2) BE ETÀ 


n l-i 
le の 1 SCI TP 9. (3.3) 
由 此 可 得 以 下 命题 ; 
命题 3.1 若 / ど 月 PR の 。 Opi, WS Ak ERAR, H. 
IEC hE, 


ep c 与 了 ER. 
证 明 利用 HORT = Ht (UO, ASCH? A 


f= jap 
j 
其 中 a; 是 (p,2,s) Uf. Dla I? 20/1, o. X 
f= > à,, 
j 


其 中 (2 满足 估计 式 (3.3)。 HF Slay SCOEIA DT, 知 
DA; 4; 在 R* 任意 紧 集 一致 收敛 到 f, e f 是 连续 国 数 ， HE 
DI 
CA PIMP E Be? 


Cifla rmm. 


下面 我 何 司 m | H? 乗 子 的 必要 条件 了 。 

命題 3.2 mA H PROEF CO px: 1), AE M. 
则 在 在 与 mt 无 关 的 常数 C， 使 得 对 一 急 ど =0 有 lm I ECM. 
进一步 ， 记 在 {0} 连续 ， 

证 明 由 是 H? 乘 子 ， 知 


enf) lar <M If la? (3.4) 
A f(xy ato? f(x/t), t0, Wi ff i.x H? 的 有 界 算 子 ， 
lfi! = flu». (3.5) 


这 是 因为 ， 如 果 a 是 (09,0 原子 ， 支 于 方 体 Q , 那 末 4: ST 
Q, (HO ZRA xx /t BD, H. 


lag lat Pal]. st? |9|7V? = [QuI" 77, 
AU "m FE 0 co n2 原子 。 
a comer le (3.6) 
DE BY - . 
facio atm PEED), 
MEO, 会 = を / t= [51's RACH, 有 
| Im CO f Go SCMIHp。 
取 基 个 fo HP CR"), (E EO= 1。 这 是 容易 办 到 的 。 例 好 
|] » 
mrec*(R), suppor) 454, (ISI, mi te (5 3) 中 n=l. 
人 な fo(Z) = C/E )。 利 用 Plancherel 等 式 , OE UE fo (O2 
s.e) 分 子 ， 从 而 foe HPR. XED T 
Im | LCM] folar = CM. 
从 上 而 和 的 证 明 过 程 看 出 ， 在 $0 时 ， mU 8k-r— 4 H? eR 
Heit) Fourier 变换 ， 因 而 是 连续 的 ， 


引 理 3.2 Wk RAM, Ko. H 
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Ri | [D^mco dx A? (3.7) 
Rxlrz|:2R 


对 一切 0 过 181<k 与 R0 成 立 ， 则 存在 与 m 无 关 的 常数 C E 
得 当 r= 1 或 2081-5 2B. A 


i 


j31/T 
| |D^m(x)|?7dx| «C? AIR™' ?I (3.8) 
1 


L 
R«|z|:2R 


a 2(]f| - k) e n-OBT, xi^ ID^moo]x cA H D^mcozx 
RNO ER ERAR. 

ARE, SPB-0, xXHpn—-ok-0, M 从 5| 98 fE 5n 
mx) R'"S0) LEMAR AR, 基 界 公 依 頼 手 4。 


WER] 取 徐 向 函 数 9 と C'。 AEG, Zl, supprc | re Re: 


F< Ixia], 而 在 {x 1x|x|-2)bn-21. 4 


£o) = R (g )o^mco, 


g(x) = f(ORx) = Rn(x)p^m(Rx), 


由 条 件 ③.7) 知 ID "glsSSC74, 只 要 OS |r fsl=k- |B], dip C' 
与 m,v,k,R ER. 


yt fig < L7 CR") Sobolev ZAD. HRA, 当 > > Af ， 
LiCC, Hg ERA FEA eR Iss M テテ ーー デ 0 時 、 
LicL?*. 特別 地 lgle ミ CA, APC m, RER., Wr=q4, Wil 


n 
> CBR, >A] 一 kK) +n, 这 时 


[Opn rar | mH (Da ) ^ 


d 


ー gern (| lgco|iràx) -g"urci Igi. 
| R? 
< CART 2 - 


k 
emi UP 乗 子 定理 ) d(o-»—l-.-.5 BÉ 


n 
m(x) 对 O< | BI sck 5j R> 満足 
RH, | ID^m(x) |*dx« A’, 
R-cx|-:21i 
Bim HPR HRP BEEN CC WART mo EBS 
CA. 
证 明 dio 是 一 个 (p,2,s0 MT sso Hte 满足 分 了 条 
fk, Ha 是 一 个 〈P，2，S.2) 分 子 , HA OSC, KrBRC 与 4 无 
t. geet de 1 
xs SU. 如果 < 的 支 集中 心 在原 点 ,*=n( a +e) = nh Æ% 


Bist, d Planchere! 定理 知 


MES jar 
ap? Pe pral 5; «C 
Hjir] =k 成立 . 
eeik gp Hj. pa 是 一 个 (p,2,k- D 原子 > p (ona ”是 


『 1 1 k H . 、 
(n.a (1-1) 元 - 2 ) 且 中 心 在 原点 的 分 子 ， 还 有 


MS Cana) ) ;:CA, 
其 中 C 仅 依赖 十 P,K,7。 
首先 验证 分 子 的 大 小 条 件 。 用 Plancherel 定理 > 我 们 只 要 证 
明 


Dok 
n 


ioi. 1 NE 
(icma? P*nipnr(ma) |e ;) «CA (3.9) 
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对 一 切 jz| =k 成立 。 
、 1 1 \-! 、 
记 4= (テー テ ) ， 则 (3.9) 可 以 改写 成 
| D" (mà) |S CAE | má | kan 
HF 1-kd/n<0, 面 引 理 3.2 表明 。 |ImOO|«cCA. KAI 
[D (mà), C A|ali- ra/ 
就 修了 。 用 Leibniz 公式 ， 只 需 对 一 切 laej + 181 =v 证 明 
IDa Dim も <C4Ho E, (3.10) 
事实 上 ， 车 8=0，a=K， 则 由 引 理 3.1 的 Gi) Olio r^ - 1) f 
{j (3.10). X o«lB|«k, 用 引 理 3.1 的 (D, Bj 


IDD Dml | [D'a (E) |2| D^mq) | dé 
{Es 


2leiziealti 


N 2(1-54.4) 
«coa, Cota f Jim a 


2! と ijzis21+1 


+> | |D^a CE) pn ay 


2!<cjrjs2 t+! 


x( | [Dama ld 


2 eielse I +1 
=I+f. 
由 定理 的 条 件 知 
GAED 


I«CA! > hal, 


一 OD 


WAN, (£2""—[a|$, 便 得 


2(1-kd.d 
qin <CA%2"™ aq. a 2) 


kd 
s2) 


7<C4IHe 
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PUM. BI y rsl 当 0<|Bl<F 且 0<IBi 


<k- ME = co RFA Eoo cB ey GRIT FUR kn 
可能 )。 Mer feli rco H0-92|fi- L-—9k-n. 总 之 在 各 


PUE. 我 休部 可以 取 7, MELB - DOLL or B GE BL BR 
3.2 的 条 件 满足 ， 从 而 (3.8) 成 立 ， 于 是 用 引 理 3.1 中 GD, A 


> -à(?127.19.2 (7-218) 5 
ECA? Sag, t ttr tm 


N 


a (2121.1) «2 Nu (E - 2180) 
« CA!laf, "M 


注意 到 2””~ (alt, 便 得 


2(1-kd 
ILCA *, 
这 就 证 明了 (3.10)， 从 而 得 到 (3.9)， 
FUR TENA (na) * MERA A. Ana QE PE 2.3 证 明 的 最 后 
部 分 那样 ， & 3.0) BEng od nf -1) M. D'(ma) 是 连续 


困 数 。 由 引 理 3.2 知 w⑤) 有 界 , Mad) = OZ], 当 ば ば | っ 0, 
a nå) 20, Hl me Aoi Ke. * —5880«lv|x 


k mn dot. Rond 
SR dt 
D' (mà) (0) = lim h- A? (mà) (0), 
h~o 


其 中 Ai 表示 v 阶 差 分 ， 而 |A? m8) (0)1 委 CU BD’ (ma) (0) 
=0, Bina) " RARER KERE. 
注意 到 g— (mg) 是 平移 不 变 的 ， 则 上 述 结 果 对 中 心 不 在 原 
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点 的 原子 也 相应 地 成 立 。 
对 一 般 的 f€HP, ^H 
f= > Ajj, 
j 
Hp aj Xb»,29,k- DEP, DIA, PS2 lr. 应 用 上 面 的 结果 
于 
便 得 
| Gn eA; (4)YlgpsSC め 14 A Cm D) 
<CAD[A;|<CACD As [PP 
SCAFF lar. 
JA 86.2153 86.33 BATE eH, HP 空 间 的 原子 、 分 子 刻 
画 ， 为 我 们 研究 算 子 的 有 界 性 ， 提 供 了 很 大 的 便利 。 


(mf)" = ジ 4,(m9 )Y。 


86.4 注释 与 进一步 的 结果 

注释 

R. Coif man 于 1974 年 通过 指数 型 函数 给 出 了 如? 消 数 的 Fou- 
rier 变换 的 等 征 刻画 ， 并 由 此 得 到 HT RPE. OTE 
一 次 在 那里 出 现 LCo2]。 以 后 Coif man-Weiss 进一步 发 展 分 子 理 
论 LCYW2]。 分 子 理论 的 最 终 完成 属于 faibleson-Weiss。 本章 主要 
内 容 取 材 干 [LTWi]。 

Campanato-Meyers 7x jg] ((Cam1 ],[ Mey D xc pr HÆ Lipschitz . 
空间 ， 它 的 研究 已 有 很 长 的 历史 了 ，、 见 [Zj。 高 维 情形 见 LT1」, 
[LT2J],[St4]。 有 关内 容 还 可 参阅 LP2j,，[TW1]。 

关于 分 数 次 积分 Riesz: 位 势 ) 在 L? 空间 的 作用 , Stein 的 书 
有 详细 的 盆 述 LSst4]。 定 理 2.3 当 p,— 1 时 是 属于 Stein~Weiss 的 ， 
一 般 情 形 0 て ヵ て psS1 是 Taibleson-Weiss 首 次 用 分 子 理论 加 以 
证 明 的 LTW1j。 
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S 6.3 中 介绍 的 乘 子 定理 3.1，p 记 1 时 的 结果 属于 Heirmander 
[H61j, 也 可 参看 [St4], 这 里 0 pc 1 的 结果 也 是 Taibleson-Weiss 
应 用 分 子 理论 首次 证 明 的 。 


进一步 的 结 侍 


1. 从 本 质 上 讲 ， 所 谓 分 子 是 指 一 类 消 数 ， 除 满足 H 空间 
中 国 数 所 必须 有 具备 的 销 失 和 撼 条 件 外 ， 还 满足 一 定 的 大 小 条 件 。 从 
1X 7 Sh BE 2r T BINH KAI HRA EE 显然 ， 我 们 希望 这 
类 租 入 定理 所 要 求 的 条 件 越 弱 越 好 ， 因 为 典 入 定理 的 条 件 越 弱 ， 
相 記 地 便 可以 考 虚 更 多 的 算 子 的 有 界 性 井 得 到 往 衣 条件 的 乗 子 定 
BH. 

Baernstein fj] Sawyer fi] JH H Herz 引入 的 乓 空间 ， 给 出 了 一 
Æ H? SRRA, W) T Taibleson-Weiss 的 分 子 条件 . E 
为 应 用 、 他 们 证 明了 一 些 新 的 A? 空间 乘 子 定理 。 他 们 的 主要 结 
AUREUS A. 

设 l1xlaxioo, a<n, O«bzxco, ju Ka' BUG RR 
面条 件 的 f € LR. R'NC0D BIB ES Z3 B]: 

T b/a l/b 
Ifl... |f "dx gk*b «coo, 
| D PU ) | て 
其 中 A, = (x,2 x|x|-2***).. XE RH, 当 p=1 時 , 
[fl p<Ci flan G- DP 
以 及 
n(l-i 
[reo dixi Vax cel en Q- n. 
Bb, dm SL ARE | e eode 0, O<IBI<N, R 
(1-1). 
? 7 BERGE S ER" 局 部 可 积 ， 但 可 以 如 下 定义 广 
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n 
WSCA, 


XR Be 


l 
<? 。 了 > =| .9- ア 。 の ) ア , 当 Va( 一 1), 


< の の ェ | O- Pram: “N - n(7- - 1); 


其 中 Pwg 是? 的 N 阶 Taylor 多項式 . 

Taibleson-Weiss 的 (pq 六 ,s) 分 子 ， 实 了 味 上 是 天 92 门 世 2 中 
| 1 1 、 
的 函数 ， 其 中 >n( 二 -地 ), 且 满足 消失 矩 条 件 ， 因 为 ， 当 41<o 
M, 


Kab= Kap OL’: CKY = KU OL", 
I 1 4 
共 中 =e-a(。ー デ ) Hfho n NO 2 TA KU a> 


Q2) 


ix f 満足 消失 年 条件 ,Baernstein-Sawyer 证 明了 下 而 的 定理 ， 


tea), 


POM 
定理 (a) 若 N<n( - 1), RE," ^ CHP, H 


fine Cus! RB Gp DES o 
D) # Nen(-1) pi, MYCH, Hila < 


CI lyon 其 中 Y DCR ui (N H (5 i 1)) 由 


OO 


be= や (| ifia ikl e Dae 
k Ak 


定义 。 
(c) Y'CH', HIflaisClflys, 共 中 Y* 由 
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hye = | [FG |(1+ log || + los" 1 I Nasco 
定义 。 

他 们 用 例子 说 明 ， 上 面 的 代入 定理 已 是 最 好 的 可 能 了 。 他 们 
还 应 用 这 一 定理 ， 得 到 下 述 的 乘 子 定理 

定理 (a) HO<cp<l, 


M = suplota i TOS 1).P « co, 
AK p m, D = mxn), "€ C$ (R?), OSASI, muPP7 二 | 


コマ 16 FEES Bjn-1, Wilms H? fFourierg 
T.H 
[cn "lap CM | flue. 
(b>) BSE LCR"), 
M = sup] a fias 00» 


Hp K Co) 由 


Mies | irae E(f, i)o 


XXL, wlk) WWE D ok too, Mim EA: 的 Fourier RP, H. 


k=0 
Im お の YssCM flan. 

这 些 结 果 分 别 推广 了 NNNM Hórmander[J & 
Taibleson- Weiss 的 梁子 定 H5: nup ALE BS 1. 

2. HFA TIRTA rite eee 构 ， 例 如 依赖 于 多 项 式 ， 
拓 此 尽管 在 许多 一 般 空 间 上 可 以 建立 原子 H? 空间 理论 ， 但 却 设 
有 得 到 相应 的 分 子 结 构 。 例 如 ， 在 第 11 章 我 们 将 介绍 铁 积 空门 上 
Wil? 空间 。 在 其 上 能 耕 建 立 分 于 理论 ， 仍 然 是 一 个 没有 解决 的 
问题 。 
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第 七 章 _BMO 空 同 与 刀 的 対 偶 空 回 


有 界 平均 振动 空间 (Bounded Mean Oscillation) 通常 简称 为 
BMO， 它 是 John-Nirenberg 于 1961 年 在 研究 篇 微分 方程 时 发 现 
的 。 直 到 1972 年 ，C. Fefferman 5 E. M, Stein "E A3 BMOJEH' 的 
对 偶 空 间 后 ， 它 才 引 起 人 们 的 极 大 注意 ,十 多 年 来 ， 人 们 发 现 了 
BMO 的 许多 有 趣 的 性 质 与 十 分 重要 的 应 用 。 过 去 许多 无 法 惟 确 

刻画 的 性 质 ， 由 于 有 了 BMO 空间 ， 一 下 都 变 得 十 分 清楚 了 。 后 
面 $10.2 叙 述 的 了 TD 定理 ， 就 是 一 个 最 典型 的 例子 .在 许多 好 总 
T. BMO Æ LH EA ARR. EER, BMO 已 与 许 多 领 三 
如 音 时 函数 、 拟 保 角 变换 、 仿 微分 方程 、 概 率 论 等 产生 了 密切 的 
RA. HAE, BMO 仍然 是 分 析 的 一 个 十 分 重要 的 研究 对 嫁 。 

在 8S7.1， 我 们 叙述 BMO 的 最 基本 的 性 质 ， 证 明 总 TS 
A Aj BMO， 同 时 给 出 BMO 与 Carleson 测度 的 关系 。 在 S 7.2, 
我 们 给 出 H? MSS AU. MAE, diTWH T Hu 
l8] CO-— p D BD E ET A RA UE TH A PERLE T. 
在 以 后 几 章 ， 我 们 将 继续 深入 地 讨论 本 登 的 有 关 内 容 ， 特 别 古 
BMO 7x fu. 


387.1 BMO *$ 间 


定义 1.1 BFE Lic GU», Bl f AER” 的 局 部 可 积 国 数 ， A 
R 


1 
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Jh Ol R 的 方 体 。 mof = 6 || f eodx IME f 是 BMO 函数 ， 
记 
1 


HN "upra |. Ife - mof dx, 


称 为 了 的 BMO 范 数 。 WR, (BMOCR*),| o X9 EX — 2X 性 赋 范 
空间 。 注 意 到 常数 的 BMO 范 数 为 0， 所 以 在 这 空间 中 ， 元 素 由 
终 价 类 组 成 ， 相 差 为 常数 的 销 数 是 在 同一 个 等 价 类 中 ， 

命題 1.1 f/EBMOCR"*)， 当 且 仅 当 对 任意 方 体 0CR", 存在 
可 依赖 于 的 常数 Co。， 使 得 


p yi f(x) - Cg[dx<oo, da.D 
Q | Q | Q 
证 明 ORRIN HUB TAKA, 因 入 一 方 向 的 
2B RRA. | 


WC. war, WM 


- l 
P 

+ | 1 | 
= igi], FO - Caf lx e Ce- jo の | 


2 
« - 7 -C d $ 
< 0 oid* 


id 


‘= sup in J x) 一 
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SELI, AN Al ERME. EI X EACUS, 
(5, $5.25: X2.2), BMO 可 以 看 作 8-0, 4 =1, s=0 的 LO, 
q’,s), Re AU RY Campanato-Meyers #2 ll. 

ESR L"CCBMO, {H L° BMO, 

例 1 logi | c BIO C"). 

我 们 只 对 74=1 的 情形 给 出 证 明 ，。 推广 到 一 般 和 的 7 是 一 个 容 
A n. 

WEI-[a,bCR!, A|WR-b-acb. Xet 


i-a]. | f(x) ~ logb|dx = 5 ーー val, loeb - log| xd 


= ュー っ [log2| ~ log5]41, 
由 于 


-dvlos o u mE al b 
E gial- -logb) < “ja a] Eran 


Bx log} x] Ps2. 
AAS fe, BMO fc PRK) Ae PRB AE. 例如, 读者 可 
LARRE, Zio COlog;x C BMOCR'), HSK log |x| c BMO, 
定理 1.1 BMO 是 完备 的 。 
证 明 — We f. a BMO fiy Cauchy Fi), iX 時 fa — mof x LQ) 
的 Cauchy Sij, EELO), (HTL 


Ian mofn —- f* (L'(Q))5, 
EWE 


<supi fale. (1.2) 
对 任意 方 体 R50, A 


mofa = Mahal <p Gif fa) —mafalde 


MEI 
^ [ol | RI 


<Cog,sup! fa l $o» 
TL 


leo om afn dx 


UD mofa- Mala RATA, ie A e A F EF mofa, 
— Mp fne 在 等 式 

fa, 
PAW A ko WL, 便 知 だ 与 だ 在 O 的 限 制 具 差 一 條 営 数 。 
XX HE. RIEM, TEAR / € Li CORTO, ffo fe TE QC RT, 
fi 


ー mofn, = fn, — LEN 十 (mafn, ー mofn,) 


fe=fig, 
此 等 式 是 在 贷 去 常数 的 意义 于 成 立 。 因 此 ， 对 任意 Q A 
fan -mgofa,--f - mof (LQ)), 
i C1. 2» 得 


n fife -fn 一 mo プー アナ) | dx-zsup [fs — fal 


从 而 

sup) D1 | 1/60 -和 GD = ma = fn) Naessap ffm Fale. 

e loljao mn 
只 要 充分 大 ， 不 等 式 右 边 可 任意 小 ， 即 1 falleoO. 定理 1.1 
THE. 

BMO 与 L> 相 似 ， 在 范 数 意 义 下 “好 >” 函数 不 构成 周密 子 
集 。 但 是 ， 用 有 界 函 数 在 Loe 拓扑 下 去 逼近 BMO MH He, HBR 
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Af Bu. xX EP STU TCRA. 
引 理 1.1 ig /€ BMO, 対 任 意 N>O, EX 
foo, 当 |f ON, 
x) = 
POTU NE, SON, 
AEA 
PERED EMR, JEH fy 还 有 下 列 性 质 ， 
aN; 
Gi) FE Lye (RP, fy 
GBD [fy ~ 了 fi 单调 总 向 了 0. 
下 面 给 出 BMO 两 数 的 -个 重要 性 质 ， 它 刻画 了 BMO 在 局 部 
的 可 能 的 增长 速度 。 
定理 1,2 (John-Nirenberg) ”存在 两 个 常数 A70 5 C0, 
MERE IEEE / € BMOCR"), 有 


Lf ー 
nior ET ©- mefl fdx<C. a.D 


证 明 ”不妨 假设 SCL’, XM. A.D AER A>0 有意 
X. FRSA], 存在 I0, Ea. DATAA S BD i 
ER. 利用 引 理 1.1 便 可 去 提げ ビア だ 的 假定 ， 

记 Qu AER ALE. OTH O。 不 断 把 边 一 等 分 而 得 
到 的 二 进 “ 网 格 方 体 ”。 全 体 C 组 成 的 集合 记 为 4(00)。 才 Q,9E 
AQ), OcQ, HQ) = 21(0, KO KRW xb de, M 
jmef — m.f|«2" |f le. 送 基 由季 

| Mof -maf| mel ナ ー mf] < 2^ms|f ー m-f] 
x2" fie. 

Fi EMT RA 数 (f — mo D Xe, UA I a - 2]f 作 Calderón-Zyg- 
mund 分 解 ， 得 到 0;E (05, 満足 
216 


mo | プー me の zo 177 2iflles 


R. 4 xe( (JO, ) E 
i 
[FO -mg f)Xe, CO L2] lws 
LA 


— l Qol 


ld- Mo , P Xe, 1 
Ue a EIHP BE 


AO, 是 具有 上 述 性 质 的 极 大 二 进 方 体 ， 有 
mg, |f - mo fl<2ifl., 
[me f- mo f| Imo f - ma. fi * Img. f ~ mo fT 


<(2" + 2) mes 


> 


_ 1 イル _ | 
AQ = UPI o Joel 0 mart jas, 


HJEL“ ACGO«oo, Mi 


osie Piri OD -not lja 


e224d 1 


1 1 A _- | 
ol 24101 io, f. rolg re maf] 


7t 
x eB + 214d x 


«celà eti AC EN U 9, 
DAR i 
< eth 4 e(2 24 A(4), 


Bp 
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AGocan lana], 
取 4 充分 小 ， 右 边 是 一 不 依赖 于 Hf 的 正 数 ， 这 就 县 下 定理 1.2 所 
要 求证 明 的 。 
推论 1.1 存在 常数 1 二 0,C>0， 对 任意 f€ BMOC(R*) 与 任 
意 Q 一 Rn" 经 0, 有 
EQ: 1/60 - mof | - tfl Cet], 
WEAR ig 
-(x€Q, [f(x -moef! > ll), 
则 
. ” À 
eet E, に | exp] ify [FO -mof | jaxsclol， 
AW A XE skis. 
Jk b. HEI 05.1 5 定理 1.2 是 等 价 的 ， 下 面 我 们 从 推论 
1.1 推 导出 定理 1.2。 取 “= HN] 


| exp! cro if (x) ー nef: ‘dx 
。 Tf, ) 
=], {reQ: exp reo -mefl Joe} a 
<f | xc€Q. "m if Cx) -- maf |>loge} di 
r | 
x IQ] «T TEO: f(x)-mgf|— elogt | dt 
E | 


« 10! + | ClQfe Alok (720g; 
1 


= [0l *cloi[ cac c|ol, 
其 中 最 后 的 常数 C 45 1,0 EE. 
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推论 1.2 対 1Sp< こ co 4X 


/D 


Ile» = sup( àl. | f(x) 一 mof |Pdx) ” , 
WD ZI» pA BMO 的 等 价 模 ， 即 
= fp «poo, 
证 明 量 然 用 に >。 現 征 反 同 不 等 式 。 
f IF- mof|Pax 
Q 


= aP"|(xcQ. |f(x) - mof 7a) | do 


| aP-le-42/'S 1 do1O| 
0 


<C FI Qt, 
HUF spl fila. 
下面 的 定理 刻 画 了 BMO 函数 总 体 上 的 大 小 ， 


定理 1.3 设 e 汪 0。 存 在 C(e) 汪 0， 使 得 对 任意 方 体 6 与 
FEBMO, 有 


| f(x) - mo, fla C 


ge pec pend Sg Mes 


其 中 6 是 Oo 的 辺 長 , x 为 06 的 中 心 。 
特别 地 ， 对 s=1， 记 上 =6， 我 们 得 到 
| tIS- mgo f| 
| "LELESUIM | テー X, | n+l 
由 此 可 知 ，BMO 函数 的 Poisson 积分 是 有 界 的 。 
正明 令 Q, = = 2* Qos Ap) 与 j Qo 同心 , Wat A Qo 的 2% 倍 的 方 
fk. ixi 


dx: fn 


| xe 
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Imo, f- mo f 15:2" If, 
从 而 

ling f — ma, f | ck" 0 fla: 
記 0-」= ダグ TU 


f. LOO teed 
mM 


«xj f C0 = ma fT 
k 0 QE Qk-1 


PLE e + | X _ Xy | nes 
«C 2,055 tma, |f - me, f| 


<C>) ck -12^(2*85^'|/]l« 


k= 0 


ーー 


C 
マー cM. 


现在 我 们 可 以 证 明 关 于 H 的 对 偶 空间 的 著名 定理 了 、 

定理 1.4 (C.Fefferman-Stein) 
(H')* = BMO. 

证 明 ”首先 证 明 BMO ご ("つう )*, Hil ^g A gc BMO 都 对 应 - 
FHM SNF REZA., BRL, ikad, o, MAT 
suppaTQ, Billar v. 

Lg(a) i" g(x)a(xjdx, 
这 时 


| 
|Lg(a)| = IMS ~ mgg)aCx)dx 


«lal. f 190 - mogldx<lol,. 
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dE RSE Heo, 送 時 す = > A49,» Qj 1 (1,00,0) 原子 ， 


NA, b zoo 故 


ILg (Od = SsLsp «Isl. hb 


AXNEUPU]IÉ BMO—COHd"75*, 
SRE CHE? *cBMO, MIHE LE CH"?")*, 都 存在 
VEBMO， 使 得 对 /eHro, Æ 


LG) = | Ifd, 


し コ 


4 QC R^ EE rJ) f. ZE FE 1?(Q), suppfTQ af, f lx)dx 
-0， BR feH R, RACA, 2 ORT 的 倍数。 FB 


ifler2occt fil, lZ 
ch tk fh 
LD LLU PF tz oc HE QL? PAPLITOT 
JH Hahn-Banach zz zi Aj L WEA LORA ey thie eg, Mitt 
由 Riesz 定理 知 存在 GE L'(Oo, 使 得 


LOD -| fcxg(x)dx, 


其 中 

gi SILIO] Z, 
R g 在 差 一 个 常数 的 意义 下 是 唯一 的 。 用 类 似 于 证 明定 理 1.1 
的 方法 ， 便 可 得 函数 9 ， 它 定义 在 整个 R". 在 毎 人 方 fe QO 与 上 
而 所 得 到 的 9 是 相同 的 《可 差 一 第 常数 ) ,我 们 要 证明 的 是 gE€ BMO, 
ARS LE. SEER QCR"，f EL(0)， 这 时 (f - mef Xg E Hr, 
the 如 


PE ot. 


IS- we の 7olgysess2 げ Lo19 1 の 。 
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因此 
|]. (g(x) ~ meg) f(x)dx] = | (f(x) - mof)g(x)dx| 


= [LO = mofoxo 1sS287 有 放し)10 Z. 
Mfc 取 上 确 界 ， 便 得 
(O= MaG gle 21 LIO], 


A legls-21Ll. 
注意 到 Hb = Ae" = HU, ze Y at BE. 4h Ge AA. 


下面 的 定理 赴き 3.2 定 理 23.4 的 対 偶 形式 . 
定理 1.5 (C.Fefferman-Stein) pie b B F BMO 的 充分 必 


可 条件 是 存在 か ーー be EL? CR"), [EB 


tt 
DOM 
h= x ` 
b= b,- DIRQO,. 
j=l 


证 明 充分 性 ”根据 836.2 定 理 2.2 后 面 的 说 明 ，Riesz 变换 : 
SAE DAR. AEM SAE L 到 BMO 有 界 的 。 但 . 
Riesz YT ESER YS, POMBE LAC: iE HX. ANGE 
h;€L"(120,1,-,70, Mb, 。 や が (もう)E BMO, 


必要 性 ”考虑 空间 
一 やう チェ) > f,EGL CR") = 0,1 08 nm}, 


定义 范 数 
の っ 7 の 18 = Sf il. 
ii (| 
S= {Cf fisan) EB: Í; = Rf hs 


EN PRE BKO 団子 空 同 , JF H. fofo, Ri (f, QR nf HE eH H] 
SA ERIEIR GS. BE, H'BuxESREETEIZEROISDLE S 的 "eed 


L5 XI L'CO-- OL! RRMA L DO OL. 对 任意 5 
CEEX H' 从 而 也 是 S 的 连续 ZR PEL? ER I 


iU. 
BMO, 由 定 理 1.4 Ail, 
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cir TES € L",]- 0,1,*,n, fi th 


7( ア ) = | 。Ko7cods 
= | DC の ds 4 Xf ,3 (xR; (fy) GO) dx 
j-1 


= [cof oods - >|. RC, CO fo GO dx, 
j=l 


从 而 
b-b,- >) RiCDi)。 
j=l 


记 bo= bo b,- -05， 即 得 所 要 证 的 结果 。 

BMO 与 Carleson 测度 还 有 十 分 密切 的 关系 。Carleson 测度 是 
Carleson 于 60 年 代 初 研究 Corona 问题 时 引进 来 的 ， 由 于 它 同 
BMO 有 紧密 的 联系 ， 现 在 已 成 了 调和 分 析 的 重要 工具 。 Carleson 
当时 提出 如 下 的 问题 : 対 子 RIO LARENA H, 使 
不 等 式 

faa Pi Io Piua DCIS (1.4) 


对 一 切 JE LCR") Kae? dtr P, A: Poissonty, CSI ER. 当 
ER, Carleson 最初 赴 対 7=1 的 情形 提出 的 。 
先 看 必要 条件 。 対 前 任意 方 体 9, EX. 
Q-((Q,DC€R?*, 0O,0 ご と 7(O) )。 
R f= Xg., TER. MUDDER CP. k Xo (222070, FAK 
人 (1.4), 得 到 


Ce の | 。., | P, X59 G2 dA (y, DSC], 


BCQ) x:C|Ol. 
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我 们 有 下 面 的 定义 ; 
定义 1.2 Rt" 上 的 非 负 测度 #4 称 为 Carleson 测度 ， 如 采 
g( ひ ) <C |Q| 

対 一 切 O 成 立 , C 5 Q JE. 六 称 满足 上 述 不 等 式 的 最 小 常数 C 
为 上 的 Carleson 测度 的 范 数 ， 记 作 lzle. 

下 面 证 明 ， 只 要 人 /是 Carleson 測度 , M.D. 我 们 给 
出 更 一 般 的 形式 ， 

定理 1.6 (Carleson 不等式 ) 若 了 在 R*! XE, HÆR 
Carleson 測度 , Wi 


| n+l [f(y,t) ancy,D C| f*Gode, 


+ 


dr 


MS 


feos sup, OD 


C 仅 依赖 于 A 的 Carleson M. 
正明 du 
E,-(Q,D€ RT COD I> 
Et ={xER", f* GO Af. 


只 要 证 明 HCE, «C [Ei URGES T., 因为 


i のり [ancy sty = | HCE, dC [gl 
Ri り 


«Clf*l. 
Hh, E, 是 开 集 ， 由 Whitney 分 解ら > = UJQ; 9; 是 二 
j 
ik, MERU. CE, BU f/(y,D2- A. XM. 対 集合 tx R'. 
jx- y] cri ET x BRE PCO DIC. D> A. BER Wh— 


itney 分 解 的 3g om An. (EXT Qj» lE(xe R^, Ix- y] ーー ビー 
CO,, HH c 是 绝对 常数 。 因 此 
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一、 人、 
E,Z し CQ;, 


j 
ao. p 。 
HCE I< DUO EC DiQ; CEL 
推论 1.3 BEF ELPCR") WERT 上 的 Carleson 測度 , 1< 
poo, Wi 
[Porro [ranty DECI 
其 中 P, 走 Poisson 核 。 
WEAR 邻 F(y,t) = [PL fGO|P.. ASI RARRE 


Hardy-Littlewood 极 大 国 数控 Hi, 30 F TEC > O ERP FCO 
CM(f) (x)?。 由 定理 1.6 便 得 


| EROICE] Cy dy 
Ri R 


«c[ ,MD wd 


BMO 函数 与 Carleson 测度 有 密切 的 关系 。 
定理 1.7 if DO BMOCR") VC SHE KR, [. yOodx 
dx dt | 


=O, R |, 6 GO |? 一 是 RT"! Eft) Carleson 測度 , 其 中 (の 


BENZ 
B Zo 
正明 首先 ， 我 们 知道 
faa *7cp PE CU 
其 中 与 f 无关 ,这 是 因为 用 Plancherel 定理 ， 再 注意 到 用 (5) 绝 
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对 连续 且 节 (0) = | cdx -0, A 


Jl. Pix £O) pem =|" Ij Go fa» pet 


-| [EPL a ha o < 


-ClfI22CI/l3, 
其 中 
C= i 1# Oa 
现在 对 R" WIERDE. Aj iE O 是 民 "中 以 原点 为 中 心 
的 单位 方 体 ,否则 只 要 作 平 移 与 展 缩 束 可 以 了 。 不妨 设 mo^ =0, 
AER, WA BEAL - mab (RRO, 因为 由 | v oodx = 0 知 ,We*b 


=y,k(b-—m, 9b). & b = bX, DB, = 0-4, 这 上 时 


dxdt 
ff meteo re] neo; cien, 


I beo [., 上 (5) je ld 
RE、2Qt | t 


t|b(z) | 
C 4 dz, 
< fana q^ x jee zlat 


4 2C(20)6,xcQ lb, tt + |x-z|"**'zC|z|***zC, 故 用 定 
41.3, 有 


verb EO, AION! dex Cte 


于 是 
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[| lw * 020) paso [T epoyidede<cpli. 


[Jive beo POS comit = CHIRAL, 


这 就 证 明了 定理 1.7. 
Ò={W, DIER, yEQ,B,y) ZQ}, 
4B BOO deo y Bob, COE fes. 旭 上 面 的 所 有 計 能 
保持 正确 。 这 时 ， 我 们 称 OA O PORE. 兄 外 , 如果 我 休 用 球 B 
It JO, Em APA prie m 05 ESO. 
定理 1.6 的 Carleson 不 等 式 有 一 种 推广 的 形式 。 HELERI 
mfia,0.90,0, € 
dydt\!/4 
A = (| fano) > Mac 
A = sup Ift] 
(yo toe rer) 
以 及 
1 dydt\'/4 
co の sm (ig [gla ) ・ temm 


其 中 T(x) 表示 以 x AMA: (Cy) | Ix - z| «t. 
定理 1.8 者 テー ルル 1 一 4 过 co， 则 


TTD dud Gl Aa の > の Or (EAE 


共 中 C 与 9 ER. 
BH, tique 21. Ca GO CO € LT MID 
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起 Carleson 测度 时 ， 上 式 化 为 
dydt 
{| we bs CD EC | AD Eds, 


这 就 是 定理 1.6 的 Carleson 不 等 式 ， 
证 明 ”定义 截 锥 
reas -(Gubliy-x] «t, och) 
以 及 
wey 


Ae GIG =( 199 Fr 


r^ 


注意 Aq.Cg | 0 Cc) Ht A AW ETE. Ag Cg oo) (x) = Aq CGO), 
对 每 个 9 ESM SEI? hex) 如 下 : 
h(x) =sup{h, Ag. Cg | 5) X2 MC C22 05] , (1.55 


其 中 MM 是 我 们 即将 决定 的 充分 大 的 常数 ， 仅 依赖 于 维 数 n 。 关 键 
是 要 证 明 ， 存 在 常数 C = Cx， 使 得 当 B 是 半径 为 + 的 球 时 ， 
|(x€ B|hix)mr)] Cr", (1.82 
Bt Ane Deor. 那 未 対 任意 DU, D0, A 


{| Cy. Did dico] | (y, t) d ydtds, 
Rt) R”? phu 
AA EK Aid REEL 
c Aizen) | X(x, y, t)dxdydt, 
R 0 R 


JE xO yt) 基 RA DIODER, Ix-y| «t, t< 
AhOO SiR EER, pz AC. 6 n 
| .XxX,y tdrt", 
取 PYD = fOD, E, fi] Holder 不等式 : HE 
意 到 4(x) 的 定 叉 く 1.5), EA 
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dy dt 
{| A 
R 
«C | Jac £a Dec. EET dx 
(x 
< | AG Io AGI cod 


KOM] AD DC CD Dd 


这 就 是 定理 所 要 求 的 结论 。 
现在 回 过 头 来 证 明 (1.6), 设 8 是 任意 半 径 为 + OR, B= 
3B. XAF 


ier 1e (gir)? (x»dx 


ydt 
= = Tp| carl, T Igy, D T |. X Cx, OT , 


其 中 XC(x,y,t) (GS,y,0Ix€B,[y-x| «t, Otr} ARIE 
数 。 At 
1 , Qn f , dyd 
val, Ag Cg |r)? (Oder [el aco ot “> 


mR Oo CF) WEN, uw a inf Ca. Cg) (x) 控制 。 另 一 . 
方面 l 


] , 、 1 x" 
irl Aq.Cg|r)* (Cx)dx zs Bl | Aq.Cg| B)? (x)dx- 
B {TEB: h(zx)«T) 
Ll. M3'C4,Cg)3 (x)dx 


‘IB: hiri<r} 
>t- MU (xe B, koGOosr)|inf Co CD VC, 
| B | zcB 
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这 样 ， 我 们 便 得 到 


T MU |{xEB, h(x)er)| ag, 


取 M 充 分 大 ， 使 如 2 ごう 。 便 可 得 到 


1 
Hx€ By kGo)zr) IBI, 


WALCO). TEIE P et HE. So BE. 
AA BEL. Say 4S CH * = BMO 的 另 一 个 证 明 。 事 实 上 ， 


NE suppy Ga sz), | .%(*)dx=0, A 
R 
on ^ I 1 2 
NE dt = 1, 


dx dt 
xx FT Feb € BMO, Bil] | v , sk b (x) デー Æ Carlesonjlill] FE, if] A.Cf (xX) 
1.8, WH 


| dx dt 
| peps | cos fC) Ye OC) 
«c | ,9 00 G0 C4,C€QP yp b)(x)dx 


«cpi, | SCA Cd 


<Cllbl alfa, 


AL OO MAREMA. 
侵 设 已 知 对 侦 结 果 (H'0* = BMO, 久利 用 定理 1.8 还 可 以 给 
出 定理 1.? 的 逆 。 
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定理 1.9 RYES, | Kodr=0。 HATER EER, 有 


F PEDI? dt= C Ac 0, 
o t 


( 当 消 为 径 向 函数 时 ， 这 条 件 显然 满足 ), 若 bELioc(R")， 


dx dt 
っ 一 是 R: Carleson APE, J} bc BMO, 


证 明 对 任意 /E 五 ， 对 3=9 =2 用 定理 1.8， 有 


Pi kb]? 


x dt 


d 
| AOObCx)dx = ={| MMC, x f(x) Cp 3/769) ーー 
R CJ] at 


«C! | , Sco God CM fln, 
E 


BR bE (HI)*， 从 而 bE BMO, 


357.2. 空间 的 对 偏 (0< 了 <<1) 
定理 2.1 


. PIED ay - fl Te pe 1 1 
其 中 0 p-1«a7:06,8 是 不 小 于 | Ho T 1) 的 整数 , g t777 1. 


` M - I # -wp 
证 明 be L5 7 1,4 5). WIRE fe HP TS, BN f= 
NM, 共 中 aE, OMT, suppa; TQ}, Sj14; |? <0, 


[facade =X [Àz] fy ose: | 


} 


= a] a; Cx) [g(x) -Po (9)Cx) ]dx 
j| Qj j 


t/q? 
< la 19- Poo dx ) 
«MA; | lgi rap - 1.97 8) 


(ze 


la 2 Gl casp-1.¢° (8)5 


Bg 生成 HP? 5p —^- eee eRe, BODIE a y XD RE 
[gl rarp-i.o* .S)e 


反 过 来 ， 设 工 是 APS ERS. Be Z EW 存在 
9 と ル (=- 1,4’ ,s ) ,使 得 上 是 由 9 生成 的 .和 根据 HU THUS, 
了 也 是 万 7 的 连续 线性 泛 国 ， 它 的 范 数 用 人 所 RR. 
QE RR" 的 任意 方 体 。 © 
Li(Q) = (7 と と 7(O)。 suppf こ OQ, 


且 | * プ dr=0。 当 0Slgls)。 
R 


对 任意 /€LHO, W al) = [10] 3 PIs E (0,2, 原 
XY, Mitt 
ILCD LILY talare KILI, 

于 是 | 

ILODI<IL WO? 3, 
JH Hahn-Banach Ai, L 可 扩张 为 LO 的 连续 线性 泛 函 ， 且 保 
持 池 数 不変 , MARIEL), A 

ILODI ZILI GOT 
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根据 Riesz Ab kaEHB, 存在 の? と が (O), [ERE 
LOf»- | Acogcodz 


对 一 切 JEZL2CO@) 成 立 ， 其 中 9 在 相差 一 次 数 不 超 过 s 的 多項式 
的 登 闵 下 是 唯一 确定 的 。 类 似 于 在 完 理 1.1 的 证 明 所 用 的 方法 ,可 
以 得 到 定义 在 R ERAR 95。 事 实 上 上 ， 令 9j = 人 ER ixl x 
i, (-2],8,,n). PIE Ma I, EL2Oi)， 使 得 


( げ ) = 。 4008, Ce) dx 


对 任意 SELO) 成立， 特别 地 对 任意 fEL3(Qj;)〉 成 立 ， 

对 xEQ1， 我 们 有 8， (x) -9(x)=P,; (x), P; jE 7$. XX XE 
因为 suppf 二 Qj;, 9,760, th 26 BV LL, 再 由 唯一 性 便 得 IRES, 
-P D= PO. MA g9, -P 4 x € O,. ERAP RE 
(tQ be Xm, BATF EZT. KEH 动 地 便 在 O; ERE 
XLI. 

d£pplk, SHEXE/€LSCOD, HF 


Ji- I= ;- PO - (9, P4), 
| fs wars | CI PD fO - Pyrex 
J 19, 


=| ff, Er £3 4x - | ff ,dx- 0, 
收 存 在 多 项 式 PE Pa, 使 得 
gD- gu Q0 - pGO. Ax] 7。 
特 列 地 
[ 9,(*) -P,G0]1- 09,02) - PLGO ]2 pO, 当 [z ご 1。 
但 已 知 在 QE, 9;-P;=9, unis Pus WCE Qi A POX) 5 0. 根 
de pti SUR, AupO0s0. FR RT RES [x] < IN. g, C? 
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= LCD. 定义 
g(x)=g;(x)，  M|x|«j, 


我 们 便 得 到 了 R" 的 函数 9。 
利 下 来 要 证 明 的 是 9EL( 二 1,9,s ). Bea 是 一 个 支 集 为 
QOH (P,9,8) 原子 ， 则 | 


WESMOID | gecoax | 


= | ec の gc の ー PoCg) o) dl 。 


一 般 地 ， 只 要 f€ L"(R'D, suppfCO 且 fila =1， 则 存在 第 数 A、 
使 得 a(x) = ALfCx) = PaCo] a Æ (P,9,8) 原子 . BRE, HM 
IN A= ciols EL 于 是 

| Li] = LC) | 


1 1 _ 1 
=C n IQ] 8 PLS (x) - Po f(xy g(x) - Pecg) dx 


1 1l'! 


=C KILES [gy うー Petg)Cx) dx, 

MASEL”, Ifla 2 1, supp —O RER, 有 
/q* 
(| 1960 = Paco eor ar) «citer 
= CILIO PHQ] Y, 
从 而 
Halea- S SCIL 

定理 2.1 得 证 。 

下 面 我 们 证 明 ，Campanato-Meyers 空间 L(8,9,8) 实际 上 起 
Lipschitz 空间 Ang» 基 中 s =n8], 14:0 

引 理 2.1 49 fEL08,9,5), Ht 8220, ls ago, S (nf, 
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Wl /几乎 处 处 等 于 一 连续 函数 ， 
正明 显然 ， 只 要 对 0 一 8 一 = ，4= 工 证 明 结论 REBT. 


对 任意 XE R^, Ve Qs 是 以 xX 为 中 心 的 单位 立方 体 ， 定义 (x) = 
maig f. "EXC R" 上 的 连续 消 数 并且 它 是 R*" 上 连续 ER 数 空间 
的 Cauchy 列 ， 这 是 因为 


[fkr fk] = [ma- に 1o f- mtg, f| 
«c9"ms-ko |f — ma- so fi 
SA" flrg.a 12^ *0] 
SC| 1, g.a 527 "^, 


INE f LOO. YE RW oe Bl] —- vESRPER ga). Lebesgue 微分 定理 

A fO JLSPEARB AIO EH f. XXBRUEUIT f 等 价 于 一 连续 消 数 ， 
it, f(x) = fOc- ID, A fC) = CL rtf) = fx) - fOc- 1, 

NG) =A, ARSC), a Z^ WS EHR. i102 (0,-,0), 


ow) 7). 


1 n 


引 理 2.2 4i OO 満足 


l, =: 


a 


| . eGoxtdx = { 
I 是 民 " 单 位 球面 的 向 量 ，|cjl = 1, Mi 


| A xdx=0,， 当 o<slalss。 
Rr" 


证 明 因 x+ の "= や) (tht, ako oxclal cs 時 。 有 


k+l = 


| rar) 。xedx= | (x)(x + hy*dx 
R’ R" 
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n 


24 ( i Jit | ecoxtàx 


k+l=a 
—h*. 
福 意 到 
ASti -= $41 NA S+] i 
(エー ィ 。 ) - x 1 k-Dn Trey 
便 得 
~ k+l st] 
NS tp ex?*dx- ( ) ー | T;g0 (X) « x" dx 
| . (x) 24 , Knee 
+ 1 k+l 
( ) - ptite? =0, 
ov d 


只 要 0 和 al 过 s， 最 后 一 步 可 以 这 样 看 ， 对 1-07 UR SURE 
Gs) (sx) “， 然 后 在 *= 0 到 值 ， 便 得 所 求 ， 


2138 2.8 & se n(L-1). p—1, hc R^, Wi 


ASHE HPs, 
H. 


[AR S res OC [AL VT M, 
其 中 6 是 Dirac 函数 , C I h JC X. 
证 明 只 要 対 任意 |cl=1, 正明 Az ee HP PCR), Bd 
FP RR o ER, MERET., Woe 満足 引 理 2.2 的 条件 , FEE 
suppeC(|x| x1). jid 9,00 -2^""e(2*x5, WI 


§ +1 K+] eo 
Nus Ns oon pecore 
/ =0 »-] 
(2.1) 
右边 的 级 数 作为 测度 显然 是 驳 伍 的 ， 且 它 的 项 文 于 由 xz <s+ 2}, 


ュー 


由 引 理 2.1, Z( 1,6, (i - 1) oci EER, polt, 
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(2. DPW RE, EA (テー 1,00, Lez 30 的 线性 泛 函 是 


We SER. 

駅 引 理 2.2 知 Ast ep = Ato 基 中 afi (p,00,5» JAF, {Aol 
<C’, Bin Ep Wit, 便 得 1,:09,—9,.,.0-2,,8,, 其 中 
a, eH TE lo 的 (p,co,s) 原子 , milai,|1x;C'/2'* 07 v7P, c 
‘SO 无关。 引 理 2.3 得 证 ， 

定理 2.2 若 9 と (8,9,5),。 B250, 1«qx;oo, snp], M 
9 Sf Lipschitz Angs PAR, WEE C>0, 59g IS hc R® 
FER, 使 得 

[Ast g(x) SC Ilea ihl 


. 、 1 
证 明 dp B=—-1, o<p<i, Mm geL(S-1,1,5), B 


[gla slope 5. 由子 /( - 1,1,s )= (HP), 


故 对 任意 /€ H?5, d 

IXf,g»l] xClf lure sigla s 
注意 到 Apf*1g(Cxz)=(9 类 Ar+l6)(xz)， 应 用 引 理 2.3， 便 证 得 定理 
2.9. 


87.8. 注释 与 进一步 的 结果 

注释 

有 界 平 均 振 动 空间 BMO) 是 John-Nirenberg 于 1961 年 发 
现 的 (参见 [NJ) ,定理 1.2 属 于 他 们 .这 里 所 采用 的 是 J.-L. Jour- 
né 的 证 明 ( 人 参见 [Joul1])。 定 理 1.3，1.4 与 1.5， 都 属于 Fef- 
ferman-Stein| FS 2 ]。 对 偶 定 理 1.4 的 证 明 , 采 用 了 原子 分 解 ， 属 
于 及 .Coifman， 

Carleson 测度 与 定理 1.6， 最 早 见 于 Carleson 1962 年 的 文 3€ 
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[Car 1 ]， 也 可 参看 [H52 ]。BMO 与 Carleson 测度 的 关系 ， 最 虽 
见于 LFS 2 ]， 在 那里 ， 这 是 证 明 (1)* = BMO 的 关键 。 定 理 1.8 
古 邓 东 昨 首先 发 现 并 加 以 证 明 的 LDe 2 ], 这 里 采用 的 是 Coifman- 
Meyer-Stein 的 较 简单 的 证 明 (参见 LCMS 2 D. 

H MRHAR S A ER Ep Lipschitz 空间 ， 在 一 维 的 情 形 , 26 
由 Duren—Romberg~Shields RAI DRS]. RHEA i R ja PT. Walsh 
1 Wal, SE Ht To feo 27 2 p UH ee Coif man- Weiss( 2 
见 [CW 2 Dp. 定理 2 ni üE 1 Z5 ALL TW I. 


进一步 的 结果 
1, Carleson 于 1976 年 给 出 了 BMO 函数 的 一 个 分 解 定 理 , 设 
h(x)yc C(R?^) VRR, E 
ICO + FREDS + Pup ore, n ,RODOdx z 1, 


di ?€ BMO HRA XE e 38 LI ER BIL, 5515 (MARINE 
ATHE nnm B, WB 


D |< Bl? |. 
720 


并 且 
GCX) = >| Lr jv ー yb; Cy)dy + 5,Cx) + const, 
=j“ B 


有 友之， 任何 一 个 这 种 类 型 的 AB? 都 属于 BMO， 且 


I? faeces Lae 


j= 0 
作为 这 定理 的 直接 应 用 , eB HB Re BB Be Hal ima I 25 — 
个 证 明 (参见 LCar 8 ])， 
Uchiyama 将 此 定理 作 了 进一步 的 推广 ， 见 LU 3 ;. 
2. 利用 上 述 结论 1 的 Carleson 分 解 5E FB, Coifman-Roch- 
berg 通 辻 引 入 BLO 函数 而 得 到 BMO 函数 的 男 一 种 类 型 的 分 解 .， 
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dk ERE AE CBLOCTS AE Sisi, bounded lower oscil- 
lation), Ju rede AC. PER TEMA AKO ,有 
mo) — inf bc, 
q 


WAR, BLO::BMO, le] BLOM Š GET — A pp di zi 8]. 因 
Ay b,, b; € BLO, JEFA BE PE UE bib: € BLO。 但 是 利用 BLO 可 以 得 到 
BMO fig — f$ fg. ia L^ 为 R* 上 上 所 有 局 部 可 积 国 数 且 其 Hardy- 
Littlewood 极 大 函数 几乎 处 处 有 限 所 组 成 的 集合 。 设 ghe La? 
B:50,b € L^ hij 

f(x) =a log g*(x) — p log h*(x) すめ (て) 

KR TBMO, Hifi <C + B+ fb]... 

Nz, du TBMOGRA/ ABA Lih 7. H. 

act Bob. SCIi 
Stibp_k ja log g*(0 ,bp log が が (x) € BLO, 
里 这 分 解 定 理 可 以 得 到 许多 无 界 的 BMO 国 数 . 参见 [CR 1]. 
3. BE eC) 750, 3S TER o € Ap(Muckenhoupt RRZIO, 如果 

MA ppl, 満足 


P- 1 


P= 时 ,MGO COC w(x) MF JL ARAB x 成立, dO M Cw) Ak 
fj Hardy-Littlewood $ KAR. 

上 送ら 所 満 息 的 条件 也 称 Ap 条 件 或 Muckenhoupt Kft, È 
Tih Muckenhoupt 在 研究 Hardy-Littlewood BARR DAA BK 
时 得 到 的 EMu ]。 他 证 明了 ， 车 1 二 ?二 >， 则 


EM 
| の YeoecodrssOa | 1f Poda 
城 立 前 充分 必要 条件 着 OC Ap. E P= 1, lil 
o((x€ MODO AD E | 7 の lo の dr 
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OLEI FED BRA o € Ah1, 其 中 规定 
w(E) = | cede, 


后 来 ,R.Coif man 5;C.FeffermanjrH] Y , dgHardy-Littlewood 
TR CK ERES RLAR — REO SES. LREN. SH 
[CoF ]。 

BMO MAS Ap REA TORO KA. AR, X 
lI-«p-o. FF WC Ap, Mij log » c BMO; RHK, 3$ logo C BMO, 
则 存在 5 盖 0 ,使 得 ooE4p。 见 LHMW]。 当 p=1 时 ,AEBLO 的 充 
分 必要 条 件 是 对 某 个 67-0,6* ^| € A. 

关于 Ap (AL, 可 参 賠 [CR」。 

4. Strömberg 给 出 了 BMO 的 一 个 等 价 刻画 . 设 f 是 定义 在 
R” Lig sii ey mea. S 

llano, = sup inf inf(t-z0; [ix EQ: | f(x) - e| >t}| <S{Q]}. 


Stromberg 的 £i AE: 对 0 = テテ カー0, 存 在 人 依頼 于 维 数 ”与 
p 的 常数 C ,使 得 
SP fllawo,<|flare<Clfllamo, » 

FE | flap 的 定义 见 推论 1.2。 由 此 ， 他 用 Orliez FREJ H? S 
BMO ,并 证 明了 相应 的 对 俩 定理 。 详 见 [LStr]。 

5. N.Varopoulos 给 出 了 EXMO 国 数 的 另 一 个 刻画 ， 由 此 竺 到 
BMO 在 3 问题 与 Corona 问题 中 的 应 用 。 他 证 了 明了， 如 果 jE 
BMOCR”), HRE KXK, MEE FEC CRI), big 

(1) lim F(x, D- fO ELR”); 

dxdt -( 2E. 9F | dxdt ptt by Car- 

Gi) WWBRE| VR i dxdt = ( a MGE) xdtZ Rit) fj Car 

leson 測度 j 
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(Gi) FEAR gOO C L'C(R?), [E18 sup FŒ, D] Sg); 

Civ) [VvFOG.0Dl =OC1/). 
ho. WRFEC'CRE''),[vFidx dt ÆR? Hg Carleson Wl RE, H. 
lim FOx t) = f(x Xf x € R"JLSP 5b Abg TE , Ut 

(i) 4n=1R,f€BMOCR); 

Gi) 当 nz2Bb A lvFGO,Dl-0(CXI/D,.Wj/c€BMOOG'", 

参阅 V 

6. JE WEE ES E EK EIHEBMOR I —- RSET A Bi. fll TUE BA 
了 。 者 対 菜 不正 整数 k, 


sup inf 


dil. (log *)*| f(x) - C|dx ceo, 


N| f € BMO. H1 Johu-Nirenberg 不 等 式 的 推论 知 , 反 过 来 也 是 成 立 
My. KBE. R-E aE T EER sg 在 Coif man-Weiss jt 
TER LUA a an, REE ORAL AUN ay. BULLY. 

. KÆ jA] (tent spaces), 1982 年 Coifman-Meyer-Stein 

(cii "T Ej Carleson fi EW ot Hy JE aL, SLA fae H] 
g= {fl € Li (RY), Ag(f)@)EL?(R")}, 
其 中 aE MRTE 1.8 ZAISA H OCPI 
cc,p<qg。 设 
Toa=tfgLoc(CR") Ca € D^], 


其 中 Cg( 六 定义 见 定 理 1.8 之 前 的 等 式 。 空 间 的 范 数 是 自然 定 
定理 1.8 实 质 上 已 给 出 了 某 些 TE 的 对 偶 空 间 的 刻画 ， 
为 简单 起 网， 我 们 叙述 帐篷 空间 中 有 关 49=2 时 的 主要 结果 。 
iG TEST? APD = A(f) ,C2(f) = COO. RITA 
Gd) (アリ) キミ デア ウッ 


(TD s TF, 1<p<%, ニキ ーー テ ョ 18 


Gi) JACO ls CpolCCODIp, S 0 の て の つら 。 
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ICC) | p<CplACG lea, 当 2<p ミ cc, 


di T? 空间 有 原子 分 解 。 称 定义 在 R*'! Hx, ORF, 
pip 
supp a(x,t)CB, He のり 1 に CE) の , 


HB BIER" 的 基 全 球体 , お 妨 及 的 “HE. 对 任意 fET?, O<p 
—ldi/-XAaba i AMF. Dll PCi] p. 


Gv 5L’, H? 的 关系 。 4 ve 为 径 向 函数 ,| pale 


_ a _ -一 PEN 
=1,| ,> y(x)dx =0 So [a in - 1 1) 。 定 义 作用 在 7? 的 
算 子 

HI ,C =| が . UD ポ Te 


RT, 可 延 拓 为 T? 到 LL?(1<p 过 0) 或 T? 到 HH?(0 过 Pp 志 1) 或 T 到 
BMO 的 有 界线 性 算 子 。 反 过 来 , fo fed, E LST CL<p<oo), 
H? ATO p DM ATER. 

对 一 般 的 1<, p<, A JT R CIS MLCMS 11, CMS 2], 
[To»5, xf qg= co 及 一 般 的 Borel 测度 b 7k Ak. JE B IJ OC RC 
有 详尽 的 过 论 LHLj]。 

8. 19754£ Sarason 5| A, T VMO Ži] GHA da) SA, 
vanishing mean oscillation), 这 fE Lic CR*2,68220, 4 


Ms の = sup poi] Mf o merlax， 


如果 f € BMO H. lim M,(f) =0, HFR fo VMO. 

显然 ,YM0O 是 BMO 的 一 个 团子 集合 ， 另 外 ，BMO 与 VM0O 的 关 
REUT L "m 记 VC 为 一 致 连续 
EB. BVC2L^(]1VC. Sarason SJE T, An / € BMO Will 
下 列 命题 等 价 ; 
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G) f€ VMO; 

QD i fy = fGc- bh) mi ~ fi 0i 
0 

Gii) lim | f* Pi = fla=0,P: 为 Poisson Et; 


Civ) / VC[1BMO( {PBMC hae IH BD, 
inf 5 チー の sg 0. 


HI 


geV¥Cc BMS 

197741. Coif man-W eissip HH] f CVMO)* = 所 (姿見 [CW 2D». 

Sarason 之 証 明子 。 当 n= 1H. f€ VMOCROMAK “=f 
+ Hfa +C, H fi, f€ BVC, C BSI. A RAR A Si Ga]. 

9. EERTE AAE AA FCz) 称 为 属于 BMO 空 间 的 ,如 
W vy|F'(z)]2dxdy 直上 上 学 平面 肥 Carleson dil Je, dorhe=x+iy, 
A LF lao = ylF CO [dx dyle, iele 表示 Carleson W REG At. 
R.Rochberg !j S.Semmes fil! f BEBEBMOER ICI) — 47 A. 

3949 V WAT gE. GE OL ith Chy perbolic) ER try BEES a A, 
z;€ R2,2, 15 za lili X i A XJ 

FX, 

d(z,,%) ~log( I + m Vu ye log A. 
JAM E ERB AL u- Busen. 如果 対 任意 2G RE pr 
zy, 使 得 dC, Zp で 7。 SL; 是 1 分离 的 ， 如果 RHEE sf ,Zi € 
MM 我 们 称 :2 AER. An (xl x5" 88 


v Angus -分 Bri. Rochberg-5emmes [FG Rie, Fr J AR? 的 解 
— 員 対 任意 大 子 DBR. ELE BR Le 
Tux C, 使 很 

(*) 


H 
111A; | ? Yj Cz, loy < CW luos 


这 里 5， Xo az, 处 的 Dirac WE. DEZ AR RAE A C pt 
pA HIA; yids AS . Carleson 测度 むと っ ju 負数 EBMO WE UE XXL 
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WSk. H. 


lf luo Cli Àj Yiz, leme 
j 


利用 这 个 结果 可 以 证 朋 , Hankel ATA L? 有 界 的 苑 分 必要 条 件 是 
它 的 符 导 的 Bergman 投 影 属 于 BM0O. 参 见 LRo],LRoS 1],LRoS 2]. 
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第 八 章 H ARIA 了 内 播 与 内 插 空 间 


H? 室 闻 论 的 重要 应 用 之 一 是 算 子 内 插 与 空间 内 播 ， 

线性 算 子 可 以 在 H? 空间 之 间作 内 插 ， 也 可 以 与 L? 空间 作 内 
dá. RAR DYEL? 空间 与 日 ”空间 的 有 界 性 提供 了 工 其 。， 
例如 ， 在 调和 分 析 中 ， 和 证明 一 些 算 子 在 L? 有 界 , 经 常用 的 方法 是 
先 证 明 算 子 在 L? 有 界 ， 然 后 证 明 它 在 L 55 A, FEA Marcin- 
kiewicz Py eH GEE EL? <p cD WA PE. AER et re 
4ST  HE RRUELZELP(O — p oo TT RPE. JER, 证明 五 S5 A 
性 经 常 吓 比较 复杂 的 。 应 用 HH? 空间 理论 ,我 们 可 以 不 必 法 验证 算 
子 在 L IITA E. A RUE D TAE HI SD HIH, E ZED 
13 1? MEA, BIE FEL? <p DB NE. H' 空间 有 
原子 分 解 ， 可 以 使 推理 大 大 简化 。 

本 但 讨论 线性 算 子 在 H? 与 工 空间 之 间 的 内 插 , 同时 还 讨论 
这 些 空间 之 间 的 内 插 空 间 ， 


S8.1 算 子 在 H” 室 间 的 内 插 


定义 1.1 BIRET T 49g UI? pO URS, 如果 対 任 意 a>0, 
Í€ H'CR'D, dq 
p 
KERITO mar ETL) > 
EHM a, J EREEREER. 


RAR, ATH? BL? AFN, WEES?” p XR. 
反 之 当然 不 一 定 成立 。 
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定理 1.1 X OLP LILLO, T 是 H +L”? gj g^ inf 
A AR gtk RAE. GET ESS CH 1 p 978 5; SS (ps p ZIÉ, RU 
Ep: pp 一 ps 有 

OD KPSL, TÆ HASI? HARA, 

(2) p>, TAL? SL? 和 的 有 界 算 子 。 

这 定理 是 Marcinkiewicz 内 播 定理 的 推广 、， 

为 证 明 此 定理 ， 我 们 需要 下 面 的 引 理 ， 它 是 Calderón-Zyg- 
mund 分 解 的 一 种 形式 。 | 

引 理 1.1 ik SE L*(R"D,p— 1, Op xl n-—p zoo, 
a>0, 存 在 /的 一 个 分 解 (x) = 900 + b CO ,使 得 g€ L'(R'O , 
bE H” CR”), JH. 


PP .. he 
の 


p ーー . P -p ! 
lol p, Cat DI, 


其 中 C 5 fa BI. 
MERR Xaoo, BER? 等 分 成 内 部 不 交 的 方 体 , 同時 取 方 体 的 
直径 充分 大 ， 使 得 
(s or IF Cx) | P dx ) | <a, 


设 8 是 上 述 这 样 的 方 体 、 把 人 Bay 2 全 小 方 体 . 用 GO 表示 送 
些小 方 体 中 的 一 个 。 这 时 有 两 种 下 能 ; 


lif EATA ae 
(or) feit) zm 


1 | AN 
D (orp lar IOP) ES 
对 情形 (2) , RETI PESE O^, ii 


a<( nid KOULO M 
jor] Jart OT S 
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gn 1/Pp 
«(B f rora) T anm. 
|Q’| Jo 


RTE CODO, ARSED" 等 分 0” .如 此 不 断 做 下 去 , 便 得 到 R” 的 一 个 分 
解 。 全 体 满足 (2) 的 方 体 的 内 部 构成 开 集 0, 它 的 余 集 为 ,总 之， 
我 们 有 

i) R"-QUF, QQF= 


Gi) Q= Uo;,9; 肉 部 不 交 , 満足 


le V1; ica? xj. VIGILIA 
i j 
(ii) 对 每 个 Qi, 有 不 等 式 
1 UP ean! 
(io, |, 701a} LL 


Civ) |fGO| xia XE x € F 几乎 处 处 成 立 ， 这 是 因为 对 几乎 所 - 
有 的 XE R"， 有 


7 の ピー lim m Tolle げ ( の 1Pdy。 


f(x), xEF, 


9 =| Pe (fx), xEQ,, 


其 中 Po, C) CO EM A s 的 多 项 式 , s 之 |n( -1) WE 
| (f (x) — Po, CD CO) x* = 0, 0xla| xs, 
; 
AY § 6. LAC 5) 


C 
Pe C GO | «rero Idx, 


247 


其 中 C 是 与 上 和 @ 无 关 的 常数 。 令 
b(x) = f(x) 7-900 = 2, L/ 00 - Po, PC) Xe, Oe 
j 
-我 们 有 


loiz2 7 | lgcolteds+ | |gcoiPeds 


=| IgG Pads + SD] 1 Po CD GO |Pade 
F j ' 


E) 


«C aP 2-?| |f G0 | Pax + S] Pe, ONE? 10,1 
F i 

"A l Po 
<c araire や (| olar) 10,1 

i i i 

P./P 

«c obse うし | reife] 7 (0g 

j Ie Qj 
«C aPaPIfIR+C aP: OI 
<C a?27?[f|5 +C a?2|Q|<Ca?2-Pifllp. 
为 证 明 bEH?1CR") ,我 们 先 证 


a; (x) = (Ca)! IQ | "IL f G0 ~ Pe, GO CO 1X9, CO 


是 一 个 (piyp,s) 原 子 . 事実 上 支 集 条 件 与 消 失 征 人 衝 件 基 最 然 的 , 内 


A 
A 


需 验证 大 小 条 件 ， 


1 f Pd 1/P 
io, cda eres) 


1/P 1 
«coto, mie, f, の Pt) IP の に) 
」 | 


| » 
seo 10」 | io Ta, fw 1rdx) 


dl. d 
+C aro, LF Cx) | 1 


(Co 10,1717 c (d, [foo Pax) 
} j 
<o; ! "1. 


2, L6910; Im a= c Boat [1Q; | Ca?1| 0| 


< Car 4/18. 


这 束 证 明了 
b(x) = > (CalQ; | PDAa; (OE HPP SCR), 
j 


Py Py p,-P p 
IM p, < CIPE ps SCOP PNB, 
引 理 1.1 获 证 ， 


定理 1.1 的 证 明 BEIS ー デ ティ ーー 的 情 形 。 设 a 是 支 


HI) o f Cp DRF, 8>[n( 2-1). 容易 验证 QI Pag 
一 个 (piyco,s) 原 子 ， 从 而 
lal, «Lo mor, 
"" 
还 有 
TESI 
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天 此 


ITCR =p l'a xe R^. [T >a)lda 
M 
«(| "ar ITa >a} | da 
0 


+ ar H [T CD x) | 7» a) | da ) 


-IsI. 


Mt I, BT A359 (HP: p), 43 
M Py 
r«c| aP-!a-Pilla| P, da<CM?-Pi[ oji», 
0 H 
XH, BT ÆI, 0,78. An 


I <c| IT も daxzC MP Pa| QI! Ps/*, 
M 


WM -= [0P pif] rco 5C. 用 万 7 空间 原子 分 解 的 常规 
方 法 , PERT H? fJ LP ARH. 
对 p> tE. 由 引 理 1.1 作 分 解 =g+b, 其 中 


[glp? <CaP2-PU FEB, 
Py 
lèl p, «Ca?i-?|/l$. 
因此 
{rE R" |T CO |>a}] 
TD (x) | >a/2}] + {ITO (x) | 22/21] 
< Ca-?:1g|3: + CaP: jbl a, 
H 
«Ca^ "lf i>. 
SKA ERPS 1, TÆ (Pop) HAD. 由 Marcinkiewicz Ae 
理 , X HEX pol, TEL? ARW. 
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Pi SEE H? 空间 之 间作 内 皇 ， 
定义 1.2 OPSISSA, p,«4,1-1,2, 整数 之 


max (テー1) ， 了 是 次 可 加 算 子 。 我 们 称 了 是 (HPi9 as 


i-915»2. P 
HPa:578, METH P SHP? O a RSS. BH 
ITA)! ps SC | f 1 Di»rg»se 
H H 


定理 1.2 ME O-—n,—nxdxq«o05 PoP, 0-0,—6; 
Kl, 0950,—4, P,X:0,, t=05l, 整数 |a( > - 1)]. ETE 
(HPD, H OTS Ej (Pio, OTS) IY, Wm 是 Hg? 到 
HOV? 的 有 界 算 子 , Hon 


Lolot t d l-t t 
りー Po py’ "N 9。 0," 


:是 C0, 四 中 任 一 个 数 ， 
证 明 RIAA S eX d. Rf IRR V C CS CORTO, 
Supp VCOiixixl | FOOD x*dx = QC0xz [a | cs), H. 
` R 


~~ a dt 
[itene si eo. 


我 们 只 要 证 明 ， 对 任意 (Cn,49,5) 原 子 a ， 以 及 由 y 定 义 的 5 函数 ， 
有 
ls To) lasc, (1.1) 


并 且 7e 在 无 穷 远 处 弱 为 0 BP 
lim Tax ,(x) = 0, 
poe 
FEKE, 89290 的 条 件 是 显然 的 ， 因 为 a EO. 2 RF 


茶 个 倍数 ， 而 Ta4E Heit’, 
为 了 证 明 忆 .1)， 我 们 来 估计 


Iscro$ =o] a? Ie Rr S(Ta) (x) >a}|da 
M 
= e|. a?^' |((SC(Ta)(x»?a)|da 


+9| ae !|(SCra»(x)aj|da 


= +i. 


设 a 的 支 Bbw KO. BER, JQP- Poa 是 (po,9,5) 原 
F, 而 1Q01 14 是 (pq,s) 原 了 。 A. ifii 


la] ppan IQI PYP, ir Qul. 


由 定 理 条件 知 


M 
I< 2*-*s-! (Tay ?oda 

M 8 
0 j 9 
M T 

«ce | atto jal h asda 
0 H 0 
M J 1 

«oe | q95-?9-! 10] Po 9 oda 
0 


< COM> ?o [e] Cp - p) to . 
类 似 地 可 得 


CM QOP 


現 取 


M =exp| o (5 72.) - 7- utei], 
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b 
IScTa) gsc 1 Il 


| 0 — 0s G 20) 
< eo) 一 一 
三 Cr n — 60s \P. Po 


1 1-2 1 1 ー l-!: t 
DEBES 一 Do t» 0 G5 t3 , 便 知 
B-P 0 00) 9- 外 [1 1] 
6」 一 9 の [の 」 Po | p + £o lb, p | 


(Fd) . ze Q/00 - 709. _ 9) 
(AP P 9-0, (1/ の ゆめ 一 (1/ ヵ 6) ° 


由 于 


G/p) ~ (O/r). (1/0) - C1/00.— 
1/ の ー(1/po) — 0/0) - (0/6) ? 


6 6-69 (1/P,) - C1/Po) 
! 01 一 Go (1/p) ~ C1/ Po) 


6-68) (1/0) — (1/0 a 


-96p-0, a/o0-a/e» 979 
这 就 证 明了 (1.1)， 从 而 定理 1.2 得 证 ， 
下 面 讨 论 解析 算 子 族 在 中 "空间 上 的 作用 。 
定义 1.3 be S={zec, Q< Re Z2<]}, PD EXS 上 。 
我 们 称 @ 是 可 接受 增长 的 ， 如 果 存 在 常数 B 与 5 ，4b 二 T+， 使 得 
D(z) < Beb! Imz | 


対 所 有 < 成立 。 

定义 1.4 WE(T.) ZES, db — SE TIK, 共 中 毎 一 不 算 子 
:都 把 R" 的 简单 函数 映 成 R*" 上 的 可 油 范 数 。 Sed IBRUT 2 120 RET 
笑子 族 , BOR 
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e| Te Wn ds 

对 R^ 上 任意 简单 国 数 9 与 Y 都 是 在 8 RPT. IE SIM. 

定义 1.5 解析 算 子 族 {T;} 被 RATA. an ew Be 

logi T 2 (9) |, 

* ET R" EN BIER IRAE Oy SEM KS. 

定理 1.5 WOcpcpecl, WEE sm [n(5- -1) ， {Ts} 是 可 
接受 的 解析 线性 算 子 族 ， 且 满足 

Tias Dlo, AIFI pps 770: 

Ap Bp ICHP'SUSOL' 与 -co<y<oo 成 立 ，1=0,1， 则 对 每 : 
^ t. OI, fH 


[T.C lox Ao C Aff lupis, 
其 中 


为 证 明定 理 1.3， 我 们 需要 儿 个 引 理 。 
引 理 1.2 i ^; SSR 是 可 接受 增长 的 下 调和 两 数 ， 则 对 Ze 
= Xp T iyg € S, 有 


Ye の | eda, «wa xd 


+f 9[1-i(yo4 v) IW Cr ydy, 

L sinzx 

2 cos(mx) +cosh(ny) * 
证 明 不妨 假定 $9-70. 考 虚 
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W(x,y) = 


MO) = 二 log HE, 
它 把 C 的 单位 阅 失 Dd 除去 点 1 与 一 1) 保 形 上 映 时 到 S 。 因 此 , GO 
= 了 C(0)) 是 DN -1, DH PUA ae. BOM T= pel?, 有 有 


一 p? 
二 っ Ep ニー カー の) + pad 6 


GOS, ral Ri Rei*)de, 


(1.2) 
把 9 是 可 接受 增长 的 条 件 转移 到 G 与 7= ho (y +iy), An 


GM SCC 1+ 7) »]|1-n]797), 


. b 
到 ?= Re”。 由 二 一 1 知 ， 对 (1.2) 中 的 积分 可 用 Lebesgue 控制 收 
Sia PR. A R->] , MC = pel (ge P< Dikt, 有 


] - p? 
rl 一 2pcosC0 — ず ) "Yu Lp? Ge )dg, (1.3) 


GG. | 


在 这 不 等 式 中 进行 变量 替换 ， 便 可 得 到 引 理 所 要 求 的 结果 。 事实 
E, 条件 0 二 xo = (oe の ご 1 很 容易 转换 成 加 在 0;0 上 的 和 条件， 
0<p<1。 因 为 这 时 必 有 


irc cos UX y 


i 
iĝ — 1 eee -ixn 2 
pe = h7 (X5) = eiT o i l 45 Sint xX, e " 
.1 
Ain. M Ox, s so 時 
COSTUX, Jt 
Fa + sina, » OF 25 
0 
ale l ーー ンプ 
Hj Len. 
p= COSJILX A 
T  l-simax? 0 = 9° 


在 前 一 种 情形 ， 我 们 有 


I- e o doe? 
1-29 cos( p em prot 


c 


1 - 26 cos(0 - 9) +o? ^ 


1 一 0 sin( 1X) 
~ $+2/f sing +p? ~ 1] +cos(nx,)sing? 


而 且 ， 当 -> <x*<<1 时 ， 这 一 等 式 了 成立。 注意 到 


e "9 —1 
i? .. h-iri — 
ei? =h GY) = ny Vi? 


HPM — x34 0 攻 信 時 , v 从 + 上 s 到 -= 取舍， 此 外 ， 


l 


ms ohn = 


TT 
~ cash ca y) dy 
因此 
1 し ーー コー ゲー 
an -xl — 9p cos — 9) + 


lf sin( tx) I 
^9 | cosh (xy) - casar) ^ 009. 


_ i? 
saGCe )d9 


MLR, C 6A OB) x XX fL IF. ^CeU70 th Hd x l+iy, -oocy 
«co, (d 


ip 一 l-e 
21]..]1—-22 cos(p— %) +p? 


Gce!? dg 
x sin(nx) 
= $| etc e cos(nx) 
PEREHI. 3, EPS | FB SE RMR, 

引 理 1.3 ity ÆA SERLO EK MIAR, 0C CL, A 


9C] +iydy, 


(on = | Ce)| cds 
R 
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是 连续 函数 ， 且 log¥(z) 是 下 调和 的 。 
证 明 ? 连续 是 显然 的 。 记 F(z) = loge C». 我 们 只 需 证 明 


AF0. iaz=utin, $-uciv, NI 
F(z)-log?(2) = log| QUE O92 + v2(x, 541) )^ "dx, 
R 


因此 


9 ci 
jx, FO = TE | (u? +07)? (Uur, +uv,, )dx, 


3” 2 
axi FC2) = - sco (u? 4 Latt ' (Uug, + vo, Ddr) 


Cf (C. 2 エリ 2 $-2 2 
+ «coll 5 1)cu + v?) (Uug, UU) dx 


2 2 
X (ui, 十 zi + UUs z} + Duz 2, 4%. 


注意 到 Au = Av=0, Up, ジェ ッッ Uz, = Us 有 


2 


A ~ C 2 2 2-1 d 2 
F(z) = - sas)( E Cu? + v*) (uus, *UU I) x) 


2 Cc. 2 
- eX (u? + vt)? (uus, t vv, dx) 


C(C/2 +1) 


C 
5-1 
TE f e+ の ) ? (uz, - vg dx. 


fliCauchy AK, 只 要 (ティ 1-C E 2220-0, HAFO. 
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引 理 1.4 设 0 一 po<pPi<1， 整 数 s>|n( 广 -1)|， “是 (p， 


4,s) 原 子 ， khi siet, O<t<1, WIFE TENET AS A(z): 


Do Py 
S->L(R"*)， 使 得 


hciy) | MINI 
H 
[AO +iy) MILES 


»*b-oo«py«oolKor. ARLA ACD) =a, 
WEAR 设 a 的 支 集 是 方 体 OQ， 令 h(z) = 101 7a, Ep a 


1 1 1 1 " E - 
=(， -x)a-2»*(, - テ お ix If a(t) =0, each) =a, H 


= 1 l M I l +- a ar al = 
Rea(iy)-- —-, Reall+iy)=—--—, — JE: 1f 
y) D p, ( y p p, it — A ch F 


1 L 


dal poas 5l] E r 


1 


1 
p, p 
lal pas S [n ! b 


因此 
[A Gy» Pis < [Q}Reaty. laf py, 
H H 


WO ein] pas Qm Jal pga Se 
定理 1.3 的 证 明 REEN, 対 任意 的 9, 原子 <, 有 
Talp SA PAT, (1.4) 
因为 对 一 般 情形 ， 只 需 利用 原子 分 解 即 可 ， 
We 的 支 集 为 O，AKz) 是 由 引 理 1.4 所 决定 的 解析 函数 。 取 
p/m, 9 EERME Hole <L Hp ci. 


ee) | LICO 1^ "| TA GO (GO | P/*dx, 
E 
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TOLTA i 175-7). mam 


の - 
8 の = の ~ p= 1, 


、、_ の (9 の 一) 
Rep Gy) = 一 9p. ， 
。 0' (OP, 一 P) p) 
Re/(1 +iy) = — p, 。 
hy 用 Holder 不 等 式 , duin 
9' (OP y-P) 


6Pp,-P 


< | 9" dx | 8 Po 


P, Td] P; 
x {| n | Tiyh Gy) | ° dx} 
R 


p 


—- 


<(| rri tax)" 


«AT? [RGD LPS ase 
«CAM, 


同 理 可 得 
PA tiII SAI. 


由 引 理 1.3 知 log (2) 是 下 调和 函数 ， 再 根据 引 理 1.2， 推 得 


p 
log P(t) log Ao t) A?', 
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二 此 
p pao, P 
r の = | _ E960 ]I T Ca) | Odea 2 AT, 
XE gla: <IMEMA, 使 得 
Py 


H Pol 
(f rco ras y- atate 
R 


ffl | 
ITee lp KA AI. 
AHEL SL HARR, 我 人 引 A C.Fefferman-Stein fy + Eg 
定义 1.6 fE Lir CR"), A SL 


1 
f*o»z sup or] e» ー mof dy, 


共 中 上 上 确 界 对 一 蕊 包含 x 的 方 体 来 取 ，mef 2E f OMY. /* 
称 为 了 的 sharp 函 数 ， 或 称 f 的 并 函数 ， 
Ee HAE Hardy-Littlewood (RAK RHEIN KAR. A 
JI (x) 2M GO CY, 
Talk, MIEL, Lipso, A 
Ip Colt lp. 
Bop, BRA, fC L4H M4 fe BMO. 
定理 1.4 当 1 ご ヵ ご co 上 時, 44 
lf Ip Cpl/* lp. 
我 们 实际 上 要 证 明 的 是 
IMa(DIp<Cplfal, 1< く のり て oo。 《1.5) 
其 中 Ma, 谎 分 别 表示 二 进 极 大 函数 与 二 进 社 函数 ， 也 就 是 说 ， 定 
义 中 的 上 确 界 都 是 对 二 进 方 体 取 的 
假如 (1.5) 已 证 ， 由 1I.1 中 推论 1.3 的 变形 ， 知 
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[fx) SKM D), ae 
从 而 得 到 
l/ Io IMP p Criil SCl Tp 
RU di (1.50 ay EHE EEL. A. 
为 证 明 (1.5》， 我 们 用 “good A 不 ER” 75. 
5]jgj 1.5(good AAR) 设 4 是 及 "的 Radon MIRE, <u,” 
CLP CR" dud, EE 在 アン 0, 0<e< こ <2?, WERNER a> 有 


H(x€ R^, v(x)2a, u(x) Ya) cen(x € R^; v(x) >a}, 
nii 


SC Pa «poo, 


正明 
| v(x) Pducx) = p2? | at ise Rs v(x)72ajda 
g^ 0 


r 


<p2?| aP- {xE R'*, U(x5»79a, u(x)xya)da 


L 


4 p2?| a? fx R^, u(x)Ya)da 
0 


«porc aP^'p(x€ R^. v(x)72ajda 
は 


+ Tule aay 


« 92?elvll, 44, t 2?Y^Pfu]lr Paws 


ン 2 - 
jt Ie Pua Sy (1—2Pe5) ! Pull Pia. 


(iMRI, RIFI ao KO 是 不 能 省 去 的 。 但 可 代 之 
D) min(1,:0 € L'(diD,. KERNA, 可以 先 対 min(m, の 自明 9l 
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理 ， 然 后 再 让 极限 ， 只 需 应 用 
Eran = lim [min Cm, lzPan. 
SEC]. 5) AQGEBR 根据 引 理 1.5， 内 要 证 存在 Cs, 使 得 
Ix€ R^, Ma(f)(x)>2a, fíG0«Ya)] 
«Cpl(x€ R^. MéCDO XO), (1.6) 
jim 27C ょ < て 1。 
YA 设 FE EPCR™), &Q-21(x€ R'í MaGOOGO7a8j. HO 
分 解 为 二 进 方 体 之 并 。 我 们 只 需 对 每 个 极 大 方 体 QC， 证 出 
ITxEO, MaQCQ20G028, f$GoxYa)| xc2*v|0| 
如 可 。 由 8 是 极 大 方 体 ， 对 任意 二 进 方 体 8 DO, fF 


} 
ToT | |f Cx) | dxza, 


bl OO, MCOOGO2alf, (1MaOXQ200222, E OQ, 
OO k-th SEA, Uli 


1 - 
YAT dx<a, 
or J, e USE 


-推行 
Mal -— mof Xo }(*) >a, 
根据 Ms 的 弱 (1,1) 型 ， 有 


{x EOQ;: Mel (f - maf)Xo16002aJ| 


ミィ | fC - meafldy 
Q 


(t 


l I ~ 
< 一 - 1 の | Jin - maf lay 


C2^|Q] inf f £x)», 
a rcQ 
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EO (の (2g。 CX «Ya)] 
«[(x€0O: Mal- fya >a, fira] 
<C2"v|Ol, 
取 ?Y 充 分 小 ， 便 可 推 入 (1 .6)。 
下 面 去 掉 fEL?CR") 的 假设 。 只 要 考虑 
f(x). |f tx) XN, 
N sga f(x), {[fCxX)[>N, 
则 ELP 可 推出 fw€EL?。 通 过 极限 过 程 便 可 在 一 般 条 件 下 证 得 
(1.5). 
定理 1.5 設 7 基 和仁 性 算 子 。 若 対 基本 p ニ 1, THAR, 
SALT REL |I BMO AA, WP TIELUERSGS RE ヵ < ご 9 ご oo。 
证 明 HERT (カカ 『*。 CEO, DEN, AA 
ICT pss I2MCTD D px ColTIlpszCollz. 


FOH 


OTSA = ITI} CHF ios 


它 也 是 (cc , co) 型 的 。 用 Marcinkiewicz 内 搬 定 理 , 算 子 の * 門 
C9, O) 48. pgo. K 
LP fe I Ma TH he SC rP la SCi la. 


$8.2. 有 "空间 的 内 插 宝 间 ( 实 方法 ) 


FARE HDi, sh ER PY Pp Banach fA] (CaP Banach? A A 与 了 的 
内 插 空 间 ， 龙 要 刻画 出 A 与 8 的 那些 “中 间 空 间 ”， 使 得 当 线 性 
算 子 分 别 企 4 与 BB 有 界 时 ， 便 自动 地 在 这 些 Bg? bs 
界 。 浮 找 内 插 空 间 有 两 种 方法 KAASEN., TARR RK 
方法 。 

设 多 是 一 复线 性 的 Hausdor 红 空间 .4 与 4 是 两 个 所 Banach zs 
Hal, SE Ao, A Ma RHE RAR h. RAD + AC. 
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対 任意 0 二 !<oo, a€ 4。+ Anu EKZAMP: 
K(t,a)=Kt,4;Ay,A) = Inf (Caola + t12:14,2- 
sgt, ay eA, 
定义 2.1 wO<e<l, 0-4 coo, HM 
(Ap, AD eq = 14] € Ao * Ai: lalaga pog 9977 
其 中 


1/4 


? dt 
lala sas = (| KEDI < 


当 9= ool}, 4X 
— - 0 
lala, ap, SUPE KC. 


容易 正明 , 4A A HE Banach AHR, (AoA) 99 At, db. 
Banach*7z [i]. 
定理 2.1 设 多 ,44: 如 前 所 述 ， 太 是 由 多 到 自身 的 线性 算 
Td. (qon OTE Ap BATT Wipro 0 <1, 0-—cq-ico. T ECA 
A4) 6.4 有 页。 
证 明 没 d@= +d EA a,€ A,, M 
Ta-Ta,*T4, 
[Taj la «iT, lalajo 


KCTS inf (Tals, *t lTa 4,2 


a-6,*0, 
<|Toinf dala, + tir hITI lala) 
= Iriekalrtiris o. 
RAER! apang qg Po 便 得 
Talaang a SITB ITH I asap e 
定理 2.1 表 明 , (Ao A) o.g AE Ao AIA di E He 但 对 具体 
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的 4o,4:， 我 们 还 经 常 需要 进一步 刻画 (4o,4iea 。 这 WEBER 
WE KE. TES Lebesgue sii] LP UA & Hardy zs jg] H " SER A 23 
间 时 ， 蜗 数 重 排 的 概念 起 看 重要 的 作用 . 
Be f AER” OBSS BE ACOIXUEBM n ERO 
AG) = AC(S) = I(x€ R', [f(x)|>s}, 


f*(a)-inf(s,A(s)x), t>0 


为 上 的 非 增 重 排 国 数 。 显 然 ， 产 是 非 增 的 。 假 如 了 是 连续 、 严 格 
递 降 的 ， 则 膏 是 4(5) 的 反 涌 数 ， 也 是 连续 、 严 格 递 降 的 。 在 一 般 
的 情形 ， 不 难 证 明 ，; 与 关 都 是 非 增 右 连 续 的 。 因 此 , A*a) 
<t, Bo, A PEMA, MEERA IAO, fO», 
Hlítz-0. FAASS AEKA O, AC). XRH, S 与 f'" «N18 
DRRR ORES ER A S IER EHER. KE 


fa O [dx = | yeds。 
对 任意 ER?"， 有 
ES | desch fas, (2.1) 
IEE = {xE R"; |fGo| tib, 
NES | (2.2) 
定义 2.2  Mibszp-oo, loch, BM 
Ms (A error y", 


MIxipxco, q-coM, AX 
le = supt'* f* (D, 
afi 
265 


Loa = (fA ER" Al illl, [Fiba <} 


Be Lorentz 23 lal. 
从 f 与 六 有 等 分 布 ， 知 


< 1/P 
Ulis -([ orm) Sut» fl 
#eLpp= LP. 一 般 说 来 ，} ， ITEGS - 5A. 
Lf ces 
pros z] f*G)ds, | t0. (2.3* 
0 
Mi<p<o, 1«;q« col. iu 
200 ， dt 17/4 
Ia = (a oo mont) s 
app px:oo, 9= の 時 。 i 


|f apa = sup どの. 
定理 2.2 Ef€Lo.0, ILP, M 
HELLE P aM Ba. 
证 明 ”由 f/* CS SERS, 知 
fox ['roascmoo, 
这 就 推出 第 一 个 不 等 式 。 第 二 个 不 等 式 是 熟知 的 Hardy 不 等 式 


ES t ]? /1 q デー 1/qd 
(| | g(u)du ctia) «(I Lug Cu) Jeu du ) 
OLS nD | r a | 


(q2], r>0, g00z0, g€ LI(,o00)) 


fy FFE HE ie. 
一 般 说 来 |。 spat AA Minkowski 不等式 可能 不 成 
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立 。 但 !・!。。 却 直江 数 (て ps<oo。 I<q<oo). 可以 正明 。 具有 
范 数 | 。 l paf Lpa Banach% ji]. 
定理 2.3 


KG, filio = | た ods = げ ** て の 。 
0 


证 明 £0, «X 


foo -f*O(feo/|foo|,  M'foo[»f*, 
foo =] N 

0, 其 它 。 
Í, = ナー fie 


E={xER", (xy) 0) {LE R^. fœ f*(). 
ER, JE] «t. HFI OELE HELETA, 故 
KA, FL, LODS foli tll. 


- | « IF|- FFD) dx + CD 
<| t (PFCs) — FRC) ds + tf* (D 
0 


= | fds. 


REX, df-foefh, eL, f,EL*, d 


Àf CU + TISAy,, (Co) + Ay 1 (04), 


有 
ERC OD + FECES). 
Bt 


t ET t 
[reas] fica - 94s + | fico ds 
0 0 n 
Gde) lfol, +70) 
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SAED] Soli +E fes 
IP WR, 井 信 >0, 得 


と 
KG SL LD>| f*(s)ds, 
o 


推论 2.1 若 0<9<1, l«qxco, ， 则 


(L',L™) 9,4 = Lpqs 
1 
其 中 9=1 ユ ーー。 
TEHE SL HARZ H. 
引 理 2.1 FFE Lro (R), W 
CME EI f** O), 
其 中 MC の 是 了 的 Hardy-Littlewood 根 大 因数 。 
证 明 分 解 /= fo+f1， 其 中 fo,/1 与 定理 2.3 证 明 中 的 相同 ， 
I folisztCf** D — fF), 
に が びさ の. 
AR S Hardy-Littlewood JR CER xfj 55 C1.10 78, 有 
CM (DO* (OG) € COM CÉO* (D + Hs 
<I fl + dle 
«3n f** (0. 
引 理 2.2 igfCLiog L, supp /CQ, WI 


IR, の ho( | og + fe) dx + Iol ), 


其 中 R; 是 Riesz 变 换 ，C 5f OKK. 
证 明 ”对 任意 %9， 分 解 1= g++h， 其 中 
[9> xE Ea 
, HE, 
这 里 的 E。= (x€ R" 1 >a}. RH, DWG, DE, A 


g(x) = 
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| (x € R”: IR, D 00 | >A ke R”: | 


R; (MOXY) | 二 4/2}| 


+ |{x€ER", |R}; (hy (x) | 24/2)1 


IR; Phi = (| + |) (x€ R™: 1R( の の 1 テル が 194 


"oo 
1 


«iot of | ,lf Ola 


ん 
~ d 

+ c| 4710! 
vl 


<C|Q\ + c| | f Cx) | a ean Dd dx 
Q 1A 


' Jir}! MT d; 


«cioi cl ucl] Vas 


| 
«cio «e|. joo ttegl GO | dx 
&c(101« | fo ost |/co pàx). 
定理 2.4 ik/€LlgLtL. fini 
Kf DEC foods. 
证 明 ”由 于 Riesz 变换 与 展 缩 可 交 换 ， 以 及 


ila ~ Wh + IRs ls 
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故 只 需 对 ! = 1 证 明 引 理 即 可 。 也 就 是 说 ， 设 


1 
NE 
0 


只 要 证 明 
KU1,/;H',LO< e (2.4) 


*HceLlteg L-L^, id 
Q={XER", MODO GOD CMA}. 
显然 ，12| 过 1， 对 2 作 Whitney 分 解 : O- UQ; O; Hof WK, 
HODNE S, 基 中 6= 0n. iaF-09'. 4 


g= 24 Lf -= Ma f Kops 
h = Dymo, Xe, +fXpe 
k 


HLOQFS Z, 以 及 引 理 2.1, Al 
[mtg FI Smo SISE CMfO*CD 


1 
«ap | f*(s)ds 
4 


[ 
«agn [' fr ds Gp" 
0 


类 似 地 
lel ll OM CODXS EM <3". 
因此 
为 估计 29 的 局 :人 异 ， 首 先 注意 
g** (s) «CCf**(s5, 0 ご s ご 1。 (2.5) 


这 是 因为 ， 如 果 五 是 2 的 任意 子 集 ，15|1 =t, OU, W 
DND _ 
| isdem | 。 mo, f | dx 
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«x 


|f|dx + SOL ERGO B ™s0,1Fi 


ENQ, 
«| [fides LEID" /** CD 


<| た ds EID f** D, 
0 


对 1E| -UR LAR, 便 得 (2.5), 基 中 C=(3 め の テキ 1。 应 用 引 理 
2.294: 3 9xo,, 得 到 


lolo < igl + 2, 2; IR; C9Xa Di 
T 
s<<lg!」+C SHI, | g(x) [log (2 + 1962) Dd + Qe | 
k k 


«tol, «ef lo Ilogc2+ lg dx + | ol. 
但 于 191 科 1 以 及 显然 的 不 等 式 
| igo leg@+ laco pdxslglilogQ + Tolo + | g**cods, 
(A 

1 
foln<Clolilog2 + ob) + | gr*Cs)ds, 
i^] 
tol, -| gtcsyds<| ott Dds, 
0 0 
数 得 lgl』i xc, 人 面 生得 2.4。 
推论 2.2 $;0—0-1, 1SS9S で , ll 


(H!,L?)sq = Lpaq» 
共 中 90=1 一 1/p。 


271 


正明 FB AEWA pg CCA“ Log. RERNE SKA 
是 显然 的 ， 因 为 由 HCL ISI la KE, fi LLOSS 
CK(F 万 1,L)， 再 应 用 定理 2.3。 

王 面 这 论 己 与 BMO 的 内 播 空间 。 这 时 ， 我 们 需要 Sharp ERE 
f*. 

定理 2.5 存在 営 数 Cr,Cz, 使 得 

CCP) * OG) <S ル た ( ち も ,BMOOSCCsG*)* (0 

对 所 有 JE CL'+BMO) CR") Stoner, Hir だ 表示 Fefferman- 
Stein 和 的 sharp pK X, 


toy) = 1 - 
f SHINE mof | dy, 


9g* 表 示 9 PAESE RE HEER E. 
证 明 d) f-9-h, g€ L', h€BMO, fl 


frcgt + h*<g* + [la 


因此 ， 
t(f*)*(t)-<t(g*) ECD + tly 


<OtCM Cg) ED + Al, 
«Coli + tlhlao, 


对 分 解 / = 9 + 4 到 下 确 界 ， 便 得 所 要 证 明 的 第 一 个 不 等 式 。 
第 二 个 不 等 式 的 证 明 要 困难 得 多 。 固 定 / EL'+BMO '9t>0, 
A~ 
—-ix€ R^. PË ODd Wh 
这 时 Q 是 开 集 是 1Q| 志 ft。 jd F= 0Q*。 对 Q 作 二 dE Whitney 分 解 
Q= UQ; QGs2 ARENA, H. 
diam Q; «dis: (Q; , F) <4diam Q,, 
对 固定 的 jo， 记 0= {7; Qj Nj S ie H § 1.25[B82. 1431 
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diam Q; diam Q;<4 diam Qj,» TE Joe 
因此 
3.9, ご U 09;c90;,. (2.6) 
2 了 EJU 
记 
g(x) = 2,09 一 me f]Xo,CO, 


h(x) = Dmo,fXo (x) IOK). 
j 


取 B = 101, WO Fe z^, HHO = Oy. ERREFE o 
<C), df 


loli = ZlQjlma, df- mo, fl) 


<25" Q*0 DQ 
«c 2gntC(f*»*(D, 
FüEdGRÁTEBEIAI SZCO)*00. Xi, AS WEB, WER 
方 体 O, AF FEA = ao， 使 得 
ACQ) = ngCIh - alo xz C CF *5* (D, 
対 任 意 O. it K={k: OO どど)。 TERSITER OL. ^ 取 
常数 值 mo,f。 内 此 
= for ‘iQ| 一 d | 1l. _ d 
AC? Sot toe og の “| + ror el apes, 
(12 天 是 空 集 。 这 时 OCF， 取 a= mof， 则 有 
A(Q) Sma (| f - mof Do xc GF *5* (D, 
(2) KAA SIEIR GENE K, 使 得 


diam Q-—- diam Q,,. (2.7) 
因此 OTÈ 0j。。 由 (2.6) 知 On FE= 6. HRE MKC Io, d 
就 是 说 ， 每 个 与 O 有 重 登 的 O*， 必 然 与 Cj 也 有 重合 .这 是 因为 


由 (2.7) 知 0 在 3 81, 的 内 部 ， 且 与 它 的 边界 有 IE 的 距离 。 故 当 


KEKI, SORRA, ASS 01。 交 于 一 正 测度 集合 。 由 


(2.6) 5310 AE QC € Jo) 交 于 一 正 测度 集合 。 由 Whitney 分 
解 的 性 质 ， 得 Qk = Qj HI K C Jo. IQ = Qi? B-10n'^, 取 


a= mo f. Qi] 


ACD x 21; 
JES, In 


| fn -mesylds 
Q 1 
4" | 
BEEN 一 ! id 
= lQ] 2: ja re al i 
« (4p) mag (qf - me fl 
« GB) Cf*»* A). 
(3) 天 不 是 空 集 ， 但 对 任意 KE 天， 有 
diam Q,-..diam Q, 
这 时 
LJ QT. 


kcK 
因 此 の = 986 与 下 相交 非 空 。 取 4 mof, 有 


A(Q) 过 一 一 


QnF 


214 


5 (Eh, |fーaldx+ | |f - a|dx) 


1 | 
X if} nide 
oa 


<(9 の 7 げ や *( の 、 
于 是 ， 我 们 十 明了， 存在 分 解 / =9g+h，gELi,hE BMO， 使 
得 
fol, bora ec c fF), 


这 就 得 到 了 第 二 个 不 等 式 。 定 理 2.5 得 证 ， 

下 面 我 们 还 需 进一步 刻 面 中间 空间 (1, BMO) oe 

引 理 2.5 设 0 是 0o 内 的 相对 开 子 集 ，iQ|<<10o1/2。 则 存在 
EA GBH TO 1 满足 ， 

à» ion9;« FIGINO; 


Gii) PESI [2"* ial, 
WEAR HESCO, 3E PE QU x 的 方 体 (Cx) 如 下 。 首 先 ， 
x€Q, H 
IQ (19s x: 1O4[/2-:| Q* 09. 


逐次 27 等 分 Qo, 取 O CO 295 —— iX il By Bil PA 地方 体 , EAS x , HR. 
満足 
Ion oc; 10 1] ot n0 G9]. 
而 它 的 下 一 代 2" 个 子 方 体 60 都 满足 
IONE 15:106] - 271-1] 0(351, 
由 于 相对 于 Q。 是 开 的 ,上 述 @(xz) 在 在 , ib K 2 (OCO,.xC QO}, 


最 然 中 的 方 体 , EATER, 要 人 一 條 包含 一 人 。 取 た 中 全 
体 概 大 方 体 , “ERIS PERT RAH Q;. 显然 性 WEG), GD 55 dil) 
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的 第 一 个 不 等 式 成 六， 而 由 


J 


2731 710,|« »'|onQ,iion9;l«lol 
Aj GD 的 第 二 个 不 等 式 也 成 立 。 
引 理 2.4 ix / Xx OQ 上 的 可 积 函 数 ， 则 
f**(&) -f*X()—CG25*0, 4O<t<[Q,[/6, 
其 中 


1 1 
用 (x) = sup ro] fO- mofldy, 
° eeg。101J。 
rcQg 


证 明 hif 5, n. RES 是 非 负 的 . 令 


E-(x€Q, f Go f*Q) ， 
P= (x€Q,f$, 007 (C$, )0* 0). 


BRIEL, |Fl<t. 因此， 在 在 Q HAR O, (ERE EU FCO 
CQ, WiH]O]«3t«|0,1/2. H9[FR2.3A04£ E O,,0, EA 
TA, 具有 性 原 G) , dD, dii, x$ 


HD -=| veo - だ の )dx 


- >| (f(x) - fF D)dx 
i ENG, 


<5f [f—mg ldx 
Jo; j 


+ 2 IER, CMe f - f*(0) 
j 
=A-B, 
记 了 = {7 my fof}. nij 
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B«» IERO; Qe, ナー の ) 


jes 
<>) |oí Qj; ns, f - f* OD). 
jed 
根 所 G)。 井 注意 到 , 46 0 ESIOS, An 
< て 一 d 
BE 3]... (mo f — f(ujydu 


< や | lime ガー が の (du 
の J 


1 


A. 


» 


过 
LCf** (0) — f* (5x24, 


由 于 每 个 Qj 85 Fo 相 交 非 空 , We; cO DF". TH 
Asi S 10) 1/8, G0 B, 08) *0 
i j 
<2" Ol Q$,)* (0) «2^ ** GD OF O. 
引 環 2.5 BS fO, "If, 0 ご <10。1/6, N 
[びー mo Xo, proc] aote E 
证 明 iQ g= (-mo,DXo,. 引 理 2.4 培 明 


g**G)-g*G)xC(G$)0*G O<8<]Q1/6). 


t 
iH 定 SL ig** OD =| g*(s)ds Ej Newton-Leibniz Ask, 得 
0 


, u ds 
g**() - g** Qu) = n (g** (s) — の "(うう 一 ご < 


Bub, 当 0<t<u<|Q)|/6, 
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u d 
g**(a) 一 g** (u) -C| (a8, *G) で ・ 
取 u= |O。|/6, 由 


Ion ap 
T | 0 eT VLL ーー・ ーー 
g** 6 roa). g* (s)ds = 6mo | gl, 


g** ー oe \x ds 
wz (98, )* 9— tmo lal fe 
出 定义 知 mo 1g| f$, G0, RBIS. K 

me。lgl CT 27 Gs) ー 


这 就 证 明了 2 理 2.5. 
引 理 2.6 S fe Lice R, IL 


や ds 
Panos, 
IER DIE 
则 极 | di 
IQ |x 
存在 。 


证 明 ” 设 Qi 是 中 心 在 原点 ， 边 长 为 2* 的 方 体 。 由 引 理 2.5 
知 


(Ql 1 
a(S kL 
SLY- Me, Da, ( 6 J 
Qu 
+[ げ ー map, の zo 6 ) 


IQ gi IQ. 1i ds 
< (| «| tto. 
iQ 176 IQ i/5 
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HC mo, f 是 Cauchy 列 。 因此 lim mo, 存在 . 
对 任意 g ニ 0。 設 が 充分 大 , 使 得 
x " d 
c| fe (sy <e/3, 
s M/2 
ME BAKO, JOSM, KO, $E] >M H Ime ナー ナム | 
<e/3, RO’ 是 包含 0 与 Qu 的 方 体 , WI 
lo チー ナチ | mof 一 mo f| + [ma f 7 mo f| 


+ [mo f- fal 


(> ^ まそ ds Q6 
< C(} "|. G) s 3 SE. 
51382,7 88 fe Lice R, H. 
o a ds _ 
|n (s) s; 995 
Rl 
E » d 
d-15**e co [ f c. 


证 明 MAO 充分 大 , WAS- fol <e, Aig 
[G —- £Xg]** G) «EGO - Fax, * + | maf - fal 
< c[ ro +E, 
A> CTR?, 由 
LG ~ Xo ]**(oto — Ft 

以 及 的 任意 性 , 知 引 理 2.7 成 立 。 

由 于 BMO 的 元 类 是 相差 常数 的 等 价 类 ， 因 此 内 播 空间 CL. 
BMO), , 也 由 相差 常数 的 等 价 类 组 成 。 

定理 2.6 i0<0<1, TS の SS の, Hi 


1 
(L',BMOD,,- Lpg> 0-1 Tp” 
ROBUR. IMEL BMO) 。。 的 毎 介 元素 存在 Log 的 
Cil fpa LP tao, 7 Cel ias 
KB C,C, 5 FF XX. 
正明 设 Fc (L! ,BMO),,, iy 4 4 < 之 co 有 时， 


= dt 
[te *ka Fs LBMO) A eo, 
0 


4 — co 的 情形 只 需 作 明显 的 改动 。 由 定理 2.5 知 
[enw os. 


根 揮 引 理 2.6。 EMRE NETS, foo lim mof 存在 .选择 
7 使 得 =0。 再 由 引 理 2.7 知 


pay Cf yoy (O<t<o0), 


TEA 0--0<1, 由 Hardy 不 FAN HE An o [BARDS — I A PRA, 
X. 
its, 若 / だ と 4, と 属 子 的 等 傍 美 = ア 7 ナ 〇 ), Wu 
F*(x)-:2MCf) ) 知 
(F*)* (t) «CC f** (0, 
再 用 Hardy 不等式 便 推 得 定 理 的 第 二 條 不等式 成立 。 
推论 2.5 MEO 0-1, 1«z9:-—oo, fil 


1 
(H',BMO) 9 = Lpgs 9 ニュ ーー< 


证 明 推论 2.2 与 定理 2.6 已 证 明了 
GT! 17) og = Lpa = (L', BMO) gg, Q0«0«1, 1x:qxco, 
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其 中 6= 1-5. 但 我 们 知道 LOBMO, が ちな だ) fik 
(CH, L7) 4 (OH! ,BMO»),q.' (GL , BMO»,,., 


这 样 就 得 到 了 推论 的 结论 


$ 8.3 P” 空间 的 内 插 空间 (复方 法 ) 


A= CA, A) > SSCA) =A,+A,, 
Ife a = UE C folla, + fila,» 


“40 
S={zE€C,0<Rez<1}, S S ia. 
A 
F(A) (FOOD 17」S テ ジン (④, FES Re, TES TELE}. 
WE AIR ER, tPF G+ib A RBA; WIESE. AGE] 一 ca 
Bt. FC +it)+0, 7=0.1. BA, FCM PMR ARSE. E 
[P 1, = max(sup] i Cit) [4, ,sup IFA +i la h B.D 


PRR PTAR RKR BR A PEW, PEER, 当 A,, A; 是 
Banach ZEjH]bp, .9 CA) tae Banach 空间 . 
定义 3.1 
LAS Arde = (FIFE X ,存在 Fe x OD, 使 得 FCO) =f}, 
长 中 O<e< 1, JEB SE LAS A], 的 范 数 为 
Ifl = inf JF Is. 


raaf 
定理 3.1 E 4,4, E Banach 7€ [n], AYLA,»A,], 是 Banach 
空间 ， 并 且 它 是 4A 的 内 插 空 间 ， 即 当 次 线性 算 子 分 别 在 4。, 
A, 有 界 时 ， 则 它 必 在 [Ao,A1]。 AF. 
证 明 由 于 上 (olz œ SIF, Beth RR FOF OR th 
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IF (A) BID CA) ELEN. A 

Na =i F| © FCA)» FO) 70), 
MITA, 4， 与 商 空间 CD /. f, FL AJ. SH. 再 由 -/。 EH 
fy. H(A. Ale Banach 空间 . 

设 栈 是 在 A; 有 界 的 次 可 加 算 子 ， 且 上 (CD HA «MIL, 
129,1. X / € LAo Ae H3 fE ite0, FFE FCA), 使 得 
FO =f, HIEI lo tE. + 

Ga) = ME Mi*T (F(z)), 
a GE F(A) IGI fl te. AGO = Me Mi ( の > 
ITO ho <M AT MICO lo SMa MG 
SMM ASis tE. 
hee EXE. RIT le Mi M ISe. XEREIS.T2XUE. 

4 A, A, 是 拟 Banach Sint, HEM Fes. 加 上 当 |21 
-一 co 时 F(z) 一 0 的 条 件 ， 且 定义 

|Fi,- sup (lf OD | Ao? (Fa +ith|,, [PC ls つ te 


BRE AT AE AA, [Aoi le 是 Ao, A, 的 内 插 空 间 . 说 明 这 一 点 的 
党 义 在 十 ，H? p<] 时 只 是 一 个 拟 Banach 空间 。 
本 节 要 证 明 的 基本 结果 是 下 面 的 定理 : 


、 1 1 
定理 3.2 ROP, 0<0<1, = 


ー9 
S, Hi 


[HPo,1*], = HF, 
fix, BALA Poli, H?-[P, 
ERAGE AB8.2, ESE —- MERAY OTR. 
引 理 3.1 役 0<p。 ご poo, f€ H*, W 
j= Xa, 
k: 1 
:这 里 af 満足 , 
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supat C QFC-O,, (3.2) 
Or - (xc R^,G*(f) (x) 52*), 


Dy iati cz C p 2*%o ， (3.3) 
j 
| ,E'afG»)dx-0,. 当 Ocjal Np, (3.4) 
P 


其 中 Cr (Pz f i AL AMM (grand maximal function), の * = 
f Ot, OF 是 Ox 的 Whitney 方 体 ， 


证 明 对 OQ, 作 Whitney 4> fS COHULBR SS 1388 1.2, (8 — t 
方 体 集合 OF 以 及 光滑 图 数 T5, RA POI: 


à) o,- (JQ, oin の 4 = eg 
j 


GD xa,- Lith Hed: 


(iii) dist CR™ Qp OF) ~diemOF= dk, XP xb BOF 的 中 心 ， 
WME V CRD OQ, WgIvE-x5|--1045, H JONS"; 
(iv) AXo MX, 其 中 AI A 与 维 数 HX: 
2 


_ 6 ~ 
(v) supp¢ ie 5 9$, H9$5G)2zC»0?Uxcof, 
(v1) に TTE l. «C a (dy) MN 


记 PI 为 入 (po) 次 多 项 式 ， 使 得 


MICE -Pk(yykG)x"dx-0,  O«la| Np. 


这 样 ， 我 们 得 到 分 解 了 = gk+be， 其 中 
Ik = FX RT + > Peers 


be= 2,4 PD 
j 
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RURE PE 的 一 个 估计 


sup |P ONISKO. (3,5) 
yeQk:! 


‘MAR HE IE FERA Kas HG. E 
sup Pk cyyok*t Cy Ec C9**', 


Uc R” 
根据 这 些 估计 ， 知 lgl 327。 K k, k>- OO, 9,4770 
e.。 面 由 supPpk ご この) A k---oBf, 0,70 a.e.. K 


f= >> (9k ュ ュー Ge) = > (b, — bern) 


e. Lm. 

=X Xié-Pbsf- Yid Peete], 

or 

注音 到 supp Tkn ETAk, Sek = top A 

l 1 

ジジ Pp SY- Peeper. 

显然 | 

| の - Pooferds =0, jal INO)» 


但 | の - Peno d Rob O. MRR 用 正 交 分 解 。 コ 


Pe 同 理 ， 存 在 唯一 的 次 数 不 超 过 (po) 的 多項式 Pir. HERA 
jali N PFF, 


| d ~ PE ogee dx = Pekeprixeds 
R 


H 
[PEt okt] OOK, 
注意 到 > =o,» supp? Et Qn — |a| SN ott 有 
3 
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FO et dr 
i 
. (f — Pk+ty S etet*ixtdx 
i 


=| (f - Py ¢kt xedx=Q, 
R” 
AD PR =0, Ad DPR ei =0. dd 

j i i 


ak = (f -Phos DG PED- PIII, 
i 


旭 我 们 已 证 得 /= a. 見 然 , of 満足 3.4) 。 若 sepp の | 


suppe xg, pk XX fil supp v4 C OF, Wade A PRAY TE RI 
suppé£t*!C Q5, FF suppef (]suppef*! =Ø, W P$; - 0. 敵 部 有 
(3.2) L. HF 


k 一 fk 一 Pkgk 
as = fV} Xos, P T 


NY pkeligkal > k+lgk+il 
l l 


3.5), EBB af] C2*, Kitt 
2, [a5 | TOOK 28. «CP 2 Xo,» 
t う 


这 就 是 (3.3) 。 

为 证 明 (3.5)， 需 要 下 面 的 引 理 。 

282.2 WE (70,) f 为 次 多項式 全体 K T Hilbert a 
[FR] o Be 
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| eg k*'(x)dx 
R” 


的 标 维 正 交 基 ， 其 中 - dim... H 
G) sup [ft ""'D'm,G0|zC, 
ye@ 
Gi) sup |(df*5'*"!D (Gr; (Cy eft ty) |<c, 
AM | 
其 中 C 5 kir FER, 本 9 等 的 意义 ， 如 在 引 理 3.Hi 正 明 中 所 说 
HN. 
3]383.2891EBH RA, GDEOMARE IE. m OW 
就 是 第 六 章 $ 6.1 中 的 (1.7) 式 。 
式 人 .5) 的 证 明 已 知 


z | nf PGT dx 
Pitty) = SS 


Tj Cy) . 
i=l | 95*!dx 
R? 


"uj 7 | Oft dit nr, (tt! - dil) 
R 


) x PE Cy hth -dft eda] 


= | FP dE OD dx | 
JR 


= [eek fF), 
其 中 
2006 


(dt^)? 


ooo CED! 4 pi captos dp. 
pktldy 
i 
由 于 . MEME " 
dj''x| — [ygt = pS OF —-d**ix)- x$*!| 
€ cadet, 
以 及 


| -xk*|x1045 


《3 引 1 理 3.1 证 明 中 的 Gii))， 得 |x| 志 12， 即 supp の "ご ぢ (0512) 。 由 
引 理 3.214), BNO <C, Hho Be LIRK BRR 
合 。 再 由 CUPO 及 引 3.2 fg C, fg 得 1 PE*! Gn EZ 
Co2x+l1。 这 样 便 证 明了 (3.5)， 从 而 完成 了 引 理 3.1 的 证 明 

引 理 3.3 idbFOO- >) D akc), 基 中 afo 如 51 理 3.1 


k=-N 


所 述 ， 则 存在 二 进 方 体 族 {Q;}C{Q3: K>-N, L6 ZUR HR 
la), supp の ご の, = O; 使 得 FO) = Daj, JEM 对 每 个 


1, 存在 整数 mG), WE 
S27™ 7 10 | Cp (3.0) 
如 果 Q,CQ;, kj, M mck) =m YH OE 3.7) 


うり 1Qr | 21Q; 3 (3.8) 
la]. C p,2"79" ; (3.9) 
f roy の dr - 0, jal zx NC»). (3.10) 


另外 ， 如 果 和 4 是 任意 有 限 指标 集合 ， 则 对 每 个 x ,存在 ICOCA, 


31a, 00 | x C527 IE? xa, CO. (3.11) 


7 A 
证 明 ”我 们 应 用 “ 停 时 ”方法 。 如 引 理 3.1， OF 是 Or 的 
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Whitney 一 进 方 体 。 我 们 将 归纳 地 定义 {0y: Ko — N 的 子 集合 
W i= Rs 以 及 相应 的 国 数 Se AAS) 和 整数 m(i,s)。 首 先 由 
Whitney 4) fifa, 若 OF 是 OQ, 中 的 二 进 方 体 ， 则 存在 Qz-: 中 的 
— 4 EW OR, i OF SOK. &Wi-(RI-(0Qj"). 


1 、 a 
IE REW’ ŒX mOl,s At [R Onl < R SE H T 
小 整数 ， 换 言 之 ， 


1 1 
IRIN Qnar <5 RLU 本 TRIN Once 1 RI. 


H-Ff€H',ma,s)WIBfrfE, fi HmO 57 -N. & SCRE) = 
(QER: -N<k<m(.s)}, S= USR, D-21905 k> 
总 


=- NjAS;,. RW. 29 Di 中 全 体 极 大 二 进 方 体 构成 的 集合 ， 基 中 
称 Of 是 Di 中 极 大 二 进 方 体 ， 如 果 还 有 Of E D1.04,04 内 部 相 
JEZ, MY k< H Oco. HFE R EW, 同样 定义 最 小 


BEAMS), [Ri Qm] Sa lRel. 手合 SRD = (OF 
Ri: OfFED,.K<m(2,8)},52= LU SCRI). D= DINSs.. 以下 重 
REER W; ={R1},8;= User, Di={O%sk>- NJ 


Si, Dj=D;-1\S;. 显然 ， 由 上 面 的 重新 组 合 , 我 们 有 | js，= 
t 

(Qi: Kk 守 一 N}， 且 对 每 一 个 Q$， 存 在 唯一 的 SCRi;， 使 得 @* 

€ S(RD.kz-N. IBEX ag—4 RiEW ,存在 整数 nm(t,s)， 

使 得 SCRi) 2 (Qj ERI. Q* € D,.,,k«mi,s)ypA A 


1 
IRN Om ial S RE (3.1235 
l 
[REN Qm osa Sa dRil. (3.135 


288 


EA RiUCOase. 因此， 我 们 有 


>, RE JE M IRE! QREN Omeg! 


t+l- pt t+1 t 


J 
l 
SIREN ampl S っ 1A 引 , (3.14) 


对 每 个 Ri と XX AP o», Aoo. BP F= DAs. 


由 于 suppafCQf, 知 supp ACR. P2068 
mots! 


JASS Cpr, NC ssCp 2 tS), 


d 
ke -N 


这 就 是 (3.9)。(3 .10) 是 显然 成 立 的 ， 如 采 将 SAL 改写 成 Zij, 
由 由 W , 的 构造 得 到 (3.7)。 由 (3.14) 经 过 达 代 ， 得 到 
SD del (tr) mI, 
Ik R: 
这 就 是 (3.8)， 
现 设 8 是 一 个 有 限 指标 集 ”BCZx2。 Ay m(x)= 
maxim(t,s), (@,5)€B,xE R$}; 则 由 (3.3) 得 


mor; 


ST aaro BD Bla 2 Ce, 2^7 C 277» 


tiss) B kemir) j 
这 实质 上 就 是 (3.11) 。 由 (3.13)， 有 


Wwgeee(gupe2 52" 2 TRENOm-1 | 


i5 Tri m, isj): mM 
22,27 IQm-1 ls2| 。 2, 2P™X go _ (XDdx 
«e; | n IG*(f) |Pdx = Cp, 
R 


这 就 是 (3.6)， 其 中 我 们 不 妨 假 设 1jjaz = 1。 引 理 3.3 获 证 。 
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現在 , REPAR FP BE F-25;. 4 J(Q;) = (QC 30,1 
lQ <Q; l}. HG. DAI 
| 5 ,h<cloyl. 


QkE JO) 4) 


4 A>0 充分 大 ， BEi=| * と の > Xa, (4) >A |, 便 有 


QE JO? 


Ej;| 10,1. (3.15) 
引 理 3.4 
PXOS 


证 明 任意 给 定 x， 对 任意 mm， 最 多 只 有 3" 个 方 体 0;， 
Q;)=2", E OQ; 包含 x 。 因 此 


[Eras z, 
j 


iL 4; = a4Xà, x 则 supp 4; Cz Q;NE;. HIC(G.00,C3.100 5 
(3.155, 有 


«CA. 


x 


X3" A. 
= 


| CX— Xj 7G; Cx) dx | = In 、。 (x — x4)" a, (x)dx 
* 00007 QNE} 
SIME 


«anion, (3.165 


引 理 3.5 存在 多項式 P+, 使 得 
qm j) 
A » 


|P: L~ TPE <Cp, 
JF R. 
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EE ljal SNO). 


证 明 ”只 需 对 @; = 50,1] = Q 时 证 明 引 理 即 可 .不妨 该 may 


由 有 限 维 Hilbert Z3 [H] £& RA 存在 次 数 不 超 过 MCpo) 的 多項式 
p, (it 
IPlzeoySS じ ち 。* 


JF B. 
| x" Pdx - Bs. 
Q 
C 
根据 (3.16) Aid Plus e 人 T= PXexve E=6; 由 Q,. 


= 所 定义 ， 则 


Loaf Cp, V? 
| ny j; -- T)dx; = | x? Pax «( Pe) ; lal «NOD. 
R i iw E A f 


C 
只 要 取 ん 充分 大 : E b 法 代 下 去 ， 便 知 存在 多 项 式 已 e 
足 引 理 3.5 的 要求 ・ 
MÆ by = 4; — PjXQ,«E,! ni 
supp 5; CQ; ME,» lb; cC», 27 7 , 
而 县 
| err=0。 lal LN Po). 


引 理 3 .6 IF や jp で 1/4。 
TBR ”考虑 两 种 情形 : p=1 Pol 
情形 1 1 べり て 5< 由 
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IF- Nb 1220, - 5b; Ip 
< Cpl ajXg lp + Col UP; Xe, EMI 


利用 引 理 3.3, 有 
(Ea; CO Xr, (x) | &;C 5 ,27 (7^7? ， “LOE x) o 
因此 


| Xa; xe, GO. PLOR PIE gu Qo 


pP ， 
9 


根据 (3.155 5 〈3.6), 有 
[ass Hc, | D2r™ xe dx 


< Cpp på 22253 |Q,| SC pp pA . 
Ahh, HILERA, A 


Wey TLC B PP ーーー _ 
en" XS (うこ こう e QIED yc 


(x), 


jix) 
从 而 
| 这 2”7 g (x) 2 xg CX). 


于 是 


A Cp AP ; 
PEP xa e (7) 12" xa, 1 


1 , 
< Cp yop . j| xr xg, dx 


x Cp oor AF, 


只 要 取 1 充分 大 ， 便 得 所 要 求 的 结果 。 
d O-cp«l. 只 要 证 明 估计 


p 
ja; -bjll Ep SCp 4 732?727|0, | (3.17) 
即 可 ， 这 是 因为 由 此 可 得 
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~ p 
IXa; ~ 22b; M 221a; ーー lp 


Cp 。4~ P/2 572P? |Q; | 
- C 


^ IN 


-p/2 
pip, A P7, 


i (3.17〉 是 下 面 事实 的 明显 推论 ， 
supp l(a; — b) CQ, 
fte hodie. lal NOD, 


Ia, - 5; ls xag Ke, ts + |P} XQ, E 


现在 我 们 可 以 求证 明定 理 3.2 了 。 
定理 5.2 的 证 明 — Hr JE WE] H'CLB"S.L"],.. HA 225 
€LH*o,L"].. 因为 226; EH" 范 数 下 收敛 ， 不 妨 设 这 是 有 限 和 - 


l-z 
A a(z) =p =-= l1, 


Pa 
G(GD = CITT NA, 
由 于 和 号 中 具有 有 限 项 不 为 0， 因 此 
[Gp ICOM, ES. 
4 Rez= D HT, 
IG) f-<<N2°" 715,1]. 
Cp, | SX. 3; i o< Cpo 
A pxl, 4 Rez=0 討 . 
Ie 3, zx bP 


«C, X2 t POMP RPMS 10 


SC ぁゃ 。 ゅ 
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这 样 ， 我 们 证 明了 ， 对 于 f€HP,lflygp-101, 存在 解析 图 数 
GOD, Gi S--HPo[lrL^, 満足 
suphG Git) | y», «C, sup|GC1 + it) |a? <C, 


IG - fler <1/2. 
WR, 便 可 得 到 HPC[HPe.L^.. 

AJUEBIL 万 «,L^^,C HP, 考 庶 次 可 加 算 子 T: foe. f 
P-A: FOR KH X. WES. T: LOL 以 及 了 :万 Po 一 了 上 Po。 有 
A, ac T: [H*»,L* Je CL o, L]o AS FF BD An L?», Lola = LP 
CH BLD. FE. X f€[H'eQL3, p et CAEL? , Hn 
J€ H*. dE PES.2UETZ. 


$8.4 注释 与 进一步 的 结果 

= 

Be FA IA A ARR AE Riesz-Thorin 定理 ， 其 中 用 的 是 复 
Fw, Macinkiewicz 把 它 作 了 推广 ， 用 的 是 实 方法 。 这 些 结果 都 
是 在 上 空间 中 作 内 插 。 有 关内 容 可 参看 [ZJ,[SW3]， 首 先 考 虐 

(解析 画数 ) H” 空间 内 插 的 是 Thorin 以 及 Salem 与 Zygmuad, 

见 [Z],LSZjJ， 他 们 只 是 研究 一 维 的 情形 ,高 维 的 结果 是 由 Stein- 
Weiss 首 先 研究 的 。 本 章 引 理 1.1 是 Calderón-Zygmund 分 解 的 一 
种 形式 。 当 Ip pz? 时 ,此 结果 由 A.Chang 与 R.Fefferman 
在 乘积 宇 间 上 首先 得 到 [CF2]。 这 里 叙述 的 结果 与 证 明 属 于 韩 永 
生 LH1]。 定 理 1.1 的 证 明 也 来 自 LH1j， 

解析 算 子 族 在 L? 空间 的 内 插 首 先 由 EE.M.Stein 进行 研究 ， 
見 LSW3], Stein-Weiss Pegg iE ix fi Rafe J” B) H' ORT 50, By 
[SW2]. 用 原子 分 解 方法 处 理解 析 算 子 族 插值 的 定理 1.3， RT 
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Hermandez[He]。 应 用 并 区 数 计 究 L? SL” ZA AH JA CT C. 
Feffeman fi] E.Stein (見 |FS2 D. 

内 播 空 同 的 突 方 法 中 , RMASTAT KIM. 这 是 d J.L. 
Lions, S.G.Krein $} J.Peetre 建立 与 发 展 起 来 的 。 gari 最早 研 
AT H! 5 L 的 实 内 插 空间 [I1]，[12j], 他 的 结果 于 1973 年 由 
Riviere 与 Sagher 重新 得 到 LRS]。 WAM A? SL” 间 的 实 内 插 
结果 局 于 C.Fefferman-Riviere-Sagher[FRS]， 他 们 的 证 明 与 高 
Hk HP 空间 的 原子 分 解 已 十 分 接近 。 本 章 引 理 3.1 的 证 明 , 用 的 就 
是 他 们 的 方法 。 此 方法 被 Latter 发 展 得 到 H' ORI) (n> DROIT 
D. FART HO S LU 实 内 插 空间 的 推论 2.2 的 证 明 取 日 
[BeS2]。 关 于 L! 与 BMO 实 内 插 空间 的 结 果 属 于 Bennett-Shar- 
pley, 参 児 [BS2],[LBS1]。 

内 播 空 间 的 复方 法 是 由 人 A.P.Caldern 发 展 起 来 的 LC6]。 定 
理 3.2 属 于 S.Janson 5j P.Jones (人 参见 1JJ])。 

内 插 空 间 一 本 十 分 流行 的 参考 书 是 LBLJ， 


进一步 的 结果 
1. JA Ka AiE H 
1 
(Ho L°) = HPI, 0 で pj べ O ， p > 


其 中 
HP'3-(f1IG*CD€ Lpa}, 


C*( の 表示 的 大 概 大 函数 (grand maximal function), Lpa # 
示 Lorentz 空间 。 参 看 LFRSj。 
2. R.Hans HT L’, H? 与 BMO 的 内 插 空间 ， 他 的 结果 


1 
(Lfo ,BMO)D,,q- Lpq, 0 で Po て CO。 > "dm" 


(H?*,BMOD,, = HF*, 0p «o, = ーー 
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zs: Ha ]. 

3. R.Devore {Rahit KE, f; H',BMOO. 的 另 一 种 刻 画 。 他 
BIA T H' 空间 的 并 函数 : 

f(s) = sup int ro |I 7 Pe Phas 

其 中 Bo 由 具有 下 列 性 质 的 ? 组 成 : 

(i) supp €C20v/ n Q; 

Gi) Oxi9xl; 

Gi) €GO221/(20v/ n), 当 x€ COW n)"!Q, 

v) |D*e|.«20vnl(Q)-'*, jJa| n1. 
Po f 是 满足 


| cr- pe の rear=0, 0<lol<n tl 
R 
的 次 数 不 高 于 ?+ 的 唯一 多 项 式 ， 

DeVore 的 结果 是 


K(t,f;H'!,BMO) ~ta) OD, 
参 見 [DeV]。 
4. B.Jawerth 得 到 过 KC, fiH! BMO RIX — fh A mi. ic 
Dy, (x) RE 
Th (xX) = [OD e Rt Ix- y m 5. O<t <hl, 
Sa NDA f Brit sie SCIT PHBIT : 
dydt\! 2 
u leer 2 7. . 
Sr CX) = (J) ge ive pei) , 
Ar u Xj / fy Poisson £177, 
对 ocacl. SIAR AB 
SE (f) (x) = sup inf{ A; I(y€ Q: Sio02G)A)|xa|0l e 
可 以 证 明 ， istcDlicel/ lai [SEQ 1-<Canlfle. 
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Jawerth jjp BH f, 当 0<a< す 時 


1 
K G,f5 H*BMOD ~| GS C0* Cds, 


参见 [Ja]。 

5. R.Coifman, M.Cwikel, R.Rochberg, Y.Sagher 4G. 
Weiss 把 A.P . Calderón 的 复 内 播 方法 ,推广 到 高 维 复 区 域 の ご こと“* 
的 Banach 空间 族 。 设 DCC", 90D 是 D 的 边界 ， 设 对 每 一 局 
ECD, Athi T Banach 空间 8。 他 们 由 此 构造 “中 间 至 间 ” Bs. 
ZED, JPR TAMAR. AME, RNA Ri D 
是 复 平面 上 的 单位 圆 盘 的 情形 。 对 于 Banach 空间 Bet 
= (C",j.1eio),06E50,27)， 要 求 它 满足 如 下 的 条 件 ， 对 任意 
"€ C^,0-|v|,ie Ae) AER ZEE. JE HL 


Ky QD beh zd ed eo KC Dv], 


Kp det (> pxl* ) El A fU E ER og K , (0) FELO, 22) 


n[B!. 7=1,2. 
Wie x “HARR” B:-(€^,].15,2€D, + 


l l-r’ 
he 6) = 2,71 or の 
1 rsin(9 — 0) 
中 


n ]-?2rcos(9—0) +r? 
= P.(0) +iQ: (0), z=re?, 
P: EE OL,CDO ki D の 上 的 Poisson 核 与 共 思 Poisson 核 。 再 


4 


217 
W,q)- exp| | h, Ca)logX ; (dà し /=1,2,zED. 
0 


Hi logK ; (OHI n] BAPE W ;(z) 有 定义 ，W ;(z) 妆 0。 进 一 步 可 知 
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logW , (2) CH?(D),0<p<l. At 
lim | (| = ニル, の, X 0€[0,2:) JLSP.-SE AE 成立 . 


WAH HI3CD,C"”) 是 由 所 有 定义 在 DD ARE C^ 的 向 量 值 解析 路 
数组 成 ， 并 满足 
2x 1/? 
IFUp= wp (f IW ,(rel* Fore ) 252) て ox 
因 此 , F= (fis, fade Hi, 当 且 仅 当 W jf EH?(D), kz1,2, 
eun. PH FC. zm X. 
2 ff P 1/8 
Hi={ FERR Wrüs-([ IFe の lse 2) ue]. 
由 此 , EX RRRA” WHER 
li F I p.z, «QU | F(ei*) | tie P, (C0)dg ) , zed, 
对 于 任意 5E C*， 定 义 
lv] pizo =inf{ || F i pz ot Fc Hg, F(a) =v}, 
在 此 基础 上 ， 他 们 证 明了 一 系列 的 内 插 定 理 ， 并 得 到 许 多 的 应 


用 。 日 前 ， 这 一 理论 仍然 在 继续 发 展 之 中 。 参 看 LCCRSW1 一 21， 
[RoW1—3]. | 
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ILE  Besovziju| ETriebel-Lizorkin 
zu fal 的 原 子 刻 画 


H? 容 同 的 分 解 技 木 , 欠 中 数 空 同 的 研究 帯 来 了 深 刻 的 影 
my. 在 本 章 中 我 何 成 用 原子 分 和解 的 思想 研究 Besov 空间 与 Triebel 
-Lizorkin 2 ja], LP ZA H? 空间 以 及 Sobolev 空间 都 是 这 些 空 
间 的 特殊 情形 ， 因 此 需要 推广 原子 与 分 子 的 概念 ， 从 而 得 到 这 些 
空间 的 原子 、 分 子 分 解 定 理 。 这 些 分 解 定 理 将 给 许多 应 用 带 来 很 
大 的 便利 。 作 为 这 类 分 解 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 给 出 BMO 的 原 
子 、 分 子 分 解 定理 ,并 用 它们 给 出 第 七 章 $7.1 定理 1.5 (C.Fef- 
ferman-Stein) 的 一 个 构造 性 证 明 及 其 推广 在 下 一 章 ， 我 们 还 
将 应 用 Triebei-Lizorkin 2 Alig Jt. 、 分 子 分 解 定 理 , 研究 算 子 
在 这 些 空 间 上 的 有 界 性 。 


$9.1 Besov 空间 的 原子 刻画 


某 此 Besov 空间 可 以 通过 连续 模 定义 ， 因 而 它 是 Lipschitz 空 
R- Sobolev 空间 的 一 种 推广 。 它 在 偏 微 分 方程 、 变 分 法 、 過 近 
论 、 理 论 数 值 分 析 、 调 和 分 析 、 算 子 理论 等 领域 有 广泛 的 应 
Hi. 19764£, J.Peetre 用 Littlewood-Paley 的 方法 ， 对 它 进 行 了 
新 的 统一 的 处 理 。 下 面 我 们 引用 的 是 J. Peetre 的 定义 。 

It- oe で oO。 0<p,qxoo, (の cz 是 定义 在 R" LM 
数 族 , 満足 条件 

¢,€.7(R"), (1.1) 
supp E| ERN l«ziücm aD 
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19,0012 C70, my Scored, (1.3) 


la*$,()5]x:C,2 " * !, 251a] 70. (1.4) 
有 了 时 还 可 以 要 求 
Y $.00-1. (1.8) 


多 ニー ピン 


构造 一 族 19 ,} 的 最 简单 的 方法 是 ， 取 8(x) C .7 为 径 同 明 数 ， 


suppe( の 1『e R": っ < ドド |<2|, H. 1 ゅ (の 1 と テ 0, 当 » 
<I 去 5/3( 甚 至 可 简单 地 取 PC) = 1, MŠŠ. 然后 


&@ (= P2). 

定义 1.1 ie ea RP A... RIRI 
FLA BI SRR c^ RABI T Besov ei fa] Bp ?, — co 
<a<ioo, O0«p,q--o, 如果 


HRE =| Zenl, &fipt] ”一 oo， 


当 9=co 時 , 上 式 右 方 接 通常 的 ど 模 理解 。 | 

符号 Bp 上 的 点 *.”， 表 示 这 里 讨论 的 是 齐 次 Besov 空 间 。 
我 们 本 节 所 讨论 的 内 容 ,， 对 非 齐 次 Besov 空间 也 有 类 似 PAA 

Peetre 曾经 证 明 过 ，B9" Sem Bee. eH ICR. 

我 们 引入 对 Bp? 合适 的 原子 概念 . 

定义 1.2 R" 上 的 函数 a(x) 称 为 (p,Q) 原子 ， 其 中 - co 天 na 去 
co, 0 ご の SC) Au 

(1) suppacx)= 30, Kip OE R” hi tk, 30 表示 与 @ 
同 中 心 , WAH 3 倍 的 方 体 ; 

(2) |a"a(x)| z[|O|*/^7 1/77 "7 。 対 任意 0Slegl KG, 


(3) | x'acodxe 0, HEROIIN, 
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其 中 Ko2a;-1904, Nzemas ( (4-1) 21): X, = 


max(x, 0). 特別 地 , 如 果 上 式 退 化 为 N= - I. 则 表示 a 不 需要 
t£ fi HK ABA TE. 

ATHER, OR Fale By. RIIE X Bo’? 的 Cal- 
derón 表示 定理 。 为 此 ， 角 要 建立 下 列 儿 个 ?| 理 。 

2381.1 存在 6EC*(R"), supp9 三 (x 上 Ix| 会 1}。 且 


| .gcodr=0, 000206790, 当 み 12 
R 


证 明 Wek C=(R") 是 实 值 径 向 函数 ， 满 足 upph] ll 
emet 这 时 所 也 是 实 值 径 向 E Hc. H EAR, 


heo = [a x . Wb, Æ So 62-0, i OI 
«oe, jd a(x) =e "h(x/&). id IA 
supph, {xl jx ey, ÁA.QD0-hCDI1/2, 当 1S1SS2。 
4 0€x) = - Ah, (x), HE 
OE =A Eh E am NE PRES). 
BA, 6(0)=0, HÓl/2« 12] <2, c/2- |e£|xz26, A 
Ó(£) = 4x? | E| À (60) 1/2, 
即 6(x? 满足 引 理 要 求 。 


引 理 1.2 存在 函数 ?与 9, 使 得 ?,(x)=2"'"Y(2" x) iig 条件 
(1.1) 一 (1.4)，09 满足 引 理 1.1 的 要 求 ， jt H. 


SpE, č) =1, $*0, 


*.Z 


Roh 0,0) 22'"9(2* 0, 


证 明 取 ne (RS, TEISE IHE 


1002 0,243. EIE IE FM ORES) 0, (21, 其 中 
n, (x) =27"1(2” 5. 这 样 的 7 是 存在 的 。 事实 上 ， Bir, (x) Ai 1€ 
着 (1.5) 后 所 构造 的 函数 族 ， 则 只 要 令 


eO» 
ACF) = ーーー テ ーー 。 
2.5.0) 
IE RIOT i OSE SPRL. Ib X. 3900 = 20D 
/6(), 4= 5 S1EI<2, 面 対 大宅 的 4 gE =0. BT 0052 


C 0,24 1 «Ea, kn ge ZR”), ^26, 即 の = の , NI 
£,€00 22'"£(2* x) iiia (1.1— (0.40, HHE 


60,009,002 S90 21, を 0。 


引 理 1.3 设 f€.'(R"), Mupp = (0) 的 充分 必要 条件 世 
f 为 一 多 项 式 。 


回忆 suppg = (0), E H E MPC F(R"), 0&suppg, fi 
<9,f>=0. 


正明 事实 上 , BSE L/CR"), R supp -(0) 的 充分 必要 
条件 是 1 为 5 函数 的 偏 导数 的 有 限 线性 组 合 ， 即 f= >) Cato, 
它 等 价 于 UU 
f= X C,C-ix)*, 


faled 
值得 指出 的 是 ，?E LCR) HOS upph 意味 着 
^N 
| x'$(x)dx-2«x',0»-«x',Q» 
g^ 


-4(-i)'''ga'ó,»-0, 
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xg RSEUHSI$050-2(0- Dro. SRAM, 9 RATE 意 阶 的 
ind. 
我 人 的 目的 是 要 得 到 一 个 恒等式 。 设 7, Ans | BEI.2BTXÀ, BR 
> (の =1, MEXQ, 


我 人 形式 地 有 有 , Bfer’ ROH, 
f= 20,*f 


在 什么 意义 下 成 立 ? 由 于 supp), {Fs 2< <2’) Af E 
一 多項式 時 , 由 引 理 1.3 知 


nee fo) = | 9 の 7(ー の dy - 0, 


Bp > 7。 ネ ナニ =0 対 任意 多項式 成立 , 面 由 >,9。(?) = 1 キキ 0)。 知 


*cZ 


(/- 1. F) D =0, と 0。 


即 f 一 > 9。* 了 为 一 多 项 式 。 下 面 我 们 把 这 些 推理 所 包括 的 极限 


Tt Z 
过 程 严 格 地 写 出 来 。 

引 理 1.4 oE TCR A 0<l8I<d tt, 24000) =0， 其 
Hid ERM, 则 存 在 492。 idvl， Pa E SCR"), 使 得 9= 


N^ yop。， 并 且 对 每 个 。， 映射 9?->9。 ERAR 
la;-d*1 
的 线性 连续 映射 。 
证 明 考虑 d=0 的 情形 。 当 |x| 委 2 时 ， 


id DA ag 
x) | od TEN S x. ^ (tx)dt 
Px) la (ux TE $ x) 


x 
< | ag 
= x | ーー (tx)dt, 
j=1 09X} 
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|x) 二 1 时 ， 
ex) = E 1,70. 


A xe ZR), Mix|xib[ xl, “|x| >28} x=0. Ke 


#(x) = S x60, 
其 中 


Ha = xc | OF cad a-r puro. 


現在 証明 PP; 是 .到 的 线性 连续 映射 。 Bb, Six! 过 2 时 ， 
or] A aod «$5 ht dt, 

同样 可 得 

/ i DE x dt <C, Yi |x] <2, 

———- 


o XJ < 一 Cwy 
va Y GOYA ro: x») < < 


Wr EZ, JEH ?9, 是 到 的 线性 连续 映射 ， 

_ 引 理 1.5 Wi f/.€.7'(R"5, HEN a: jal dol, 9"fq 
(p. PUR, WE RRR DE d 的 多 项 式 Pa、 使 得 当 n> 
cont, fa- P.TES EXPE. 

正明 ikg. eo fn TE WRR, HPlealed+1. x dn sl 
理 1.4 所 述 。 令 
e*(x) = P(x) 一 XQ 2, 9 E 2 


talad 
8l 34o* (0) =0, HISI xd, 容易 看 出 , B,C %, Hrot 
(fps PRAF., Bek 在 中 岂 趋 向 于 0。 并 且 ? 一 人 + 是 线性 


304 


WRT. 
r a = AE 
i; 5 [H 1. 4A’ 存在 3 に ご 使 得 


Q* x) = ` x^9e2(x), 
fal=d+l 
因此 ，. 
gaos D の ーー や dece 


1 | = ロー1 jai-d*l 


へ 


pum 
lai-d*«l 


(fa i? a Par 


il 


SO afa (CD t 1632 


Iakt-d*1 


^ ・ へ 1 1 べく * 
i » «ga, (一 1 Qi. 
1a | =G+ ょ 1 


. XN ) - — iyu! (C ax, in 
NACL, =Ò fa OR Ps の = 2) 7D Us 


)0ixd 


P, = ` (—1)'7'Cn, 075. 


lat«<«d 


HERVE S, Seo-PHO=-y¥, WA | 
<fa- Paulo = lac Pa? 7 fn ーー Pav? 


=<fa,?>- >, C aa BEO) 
a'oa 


i —- f . E X" a, 
=<jn, の 2ー ~ (fas X G0 27 ? (0) 
a di ° 


=( 了 MN i07 x02) 


latxd 


ーー や) ega DPD, Hno. 


in^zg-*l 
现在 定义 f: GC nF: 
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f= フリ «9.,C-D'*'Qz». 
1g | d+ 
由 于 


V?—9,.,—921-05 


pg — SB AB A: SBS ER PEER. BED baw 4E h e x 
時 。 Anp, MA 而 <f ,yn> 习 <f .>， 即 的 确 有 f E 


Z’, A 
f=lmcf, -P,) 


TES RM PRI. 
引 理 1.6 WHEY (R"), suppHo{E||Fl<1}, FFA HOD 
+ Dn (E) =1, Heb n, 如 引 理 1.2 所 述 ,又 对 任意 EF CR), 


idfy= Sf. 则 当 ペー っ co 時 fyomf- Ax f fe 2 意义 下 成 
X. ü 

正明 对 任意 VE ORI), Ap -y, = ュー ガー Sy, 
RY x 2” RE X400 20, MIXxEIZE2N* 時 xy Ce) = I, ifi "i2 «c 
Ix| x 2"* Bf, x&«GO = - 2400. AK 

o X4(x) 20,  ?41x[xc2N pe | x | Sere, 

|à^x, GO | = 1a nD(2 x) | SC2- タ 121。 on x[x:2N*!, 

对 任意 MEZ,, ^ 
Pua (P) = sup + |x|)*la px)|, 
MERKEZ, 有 
<fn- Cf - Hx f), p>] = |<f-fy-H*f, p>] 


A . N | 
= If e» - ( f(A + タリ | 
= く ナ 。 ル の > 
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7 Bi UN ^os - 
LL N Payu (Xn) 
jaj- K 


«C 2,sup* ix D 


je l-K 


x > Ce DEREITA EZA 


irl*riri=iol 


«Cc © sp (rz r| 


1g | だ 1 アロー る 


z 


«c S) sp QIxD7 7008 N 792. 


ialeKimi» 2" 
定义 1.5 WJ yag fer’ don B. mcZ,, Ak 
存在 常数 C>0,ME Ss, 使 得 对 任意 PCS, Fi 
DIEC Nj Pus OD. 
ial 


alam 


引 理 1.7 設 7 モ アッ j AmB m. fw = DLE Anm, 


如 上 所 述 ， wj vicem + lt, a” yw 当 u-— 中 履 ok. 
证 明 Wbe]emetl,. VES, Qv. dI ILES RUM fu. 


-N-1 
从 -是 Cauchy 列 。 为 此 、 ARMIN, ih Xm = » Ne 注 
y*-M 
意 到 
0, mjr cont |x| >2 
| |， eae 


X = 
NM pn 1 09-M-1 c |x| <2", 


f) .&-1* 39-8 Ix] <27, 
便 有 
DM UT (x) | max{ 2*5 (975 |, 2*9 D Mya, 


FEM EX v. A 
19 XuM (x)|=C, x "^ X. æo RP”: ee 0 
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BOX K€4. 有 


1 く 9 fu, 95 — <a’ fy, >| = (や n,* f,C- Dra ゅ )| 


I\ TTM 


Lene) = Ge SE ae) 


- M „Tu 


= <Ê, Xyu x'9»| 
«C VW sup(l * |xD*|2^xuu xrpCx)| 


Pss, 
[filam 
© - r. j 
«C, >> > Yo Cay (8 kn (Cr) | 
Igi «m prqaug NV tated tial Bi . . l 
x [9?*x*«€(x)| 
< Co ` sup 3 | Lx|™ 
glem iz1«2^7N jatetri=18} 
X ^ Ca x ia 3^9 Cx) | 


l6l-181liie21 


` > fep tete 


181 «m tza 27N leole*itTIsiB1 


<C, \ sup 


KC. sup ll 
a Y 


Co N16 7T 0。 N— o0, 
UH, Mjjv|zmelbb, RAVES 95 .7 一 CC 如下， 
<g,, V> = hm<2 "の > 。 
MN oc 


显然 g, 是 线性 的 ， 并 有 旦 还 有 下 面 的 佑 计 
<a’ fu Y> = Ke’ fus P>] = If exoux'9»| 
SC 2, spa *ixD^loAGosz 9l 


iB jm 
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<i C sup ia2ey)| N, sup > xit |x 


<C sup ig CX) EO >, Pialy), 


aum 
其 中 Ly} 是 两 个 正 整数 ， Y 
|«g, >| «lim | <a” fy t2] SO S pjal¥), 
Now 


'ad«L 
HW GAEL’, Ho'f.ot9 ft A! ESL FAL. 
现在 我 们 可 以 证 明 Calderon 型 表示 定理 了 。 
定理 1.1 设 {0，} 如 前 所 述 ，1E 了 ， ?是 严 阶 的 ， 则 在 在 多 
mAUEAMPAMeys 其 次 数 py BM, 以 及 一 个 多 项 式 P, 
使 得 
f= lim( 3 nf Pw +P 


No 


シッ ーー 
在 .> 意义 下 成 立 ， 换 言 之 ， 
f= フリ ネプ 


Ko 多 意义 即 广义 函数 ' 模 去 多 项 式 意 义 下 成 立 ， 

证 明 mls Draf HAIEZ 意义 成， 
AMES 与 1.7， 存 在 多 项 式 序列 Po RARITET, 
使 得 5 n,*f Ps do RESP Ce BOX ec.,H0&supp?, 


T=- N 


MÊ v0, Difü 


jm((7 - Sin kf- Pa Yao) 


»--N 
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= lin(f- 3p *f-f-Hsf, pY 


*--N 


= lim (H - žer) * f.) 


-1 


最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 supe( A- X 0. EENE, 
因此 ， 当 NN 充分 大 时 ， 


supp( カー ` à. )'isupp P= Oy 


プー 
iX 


- | 21 A 
supp. f - lim 人 5 mkf + Pa) ={0}. 
L co タニ ーy » 


由 引 理 1.3, 存在 多項式 P, [ERI 
f=P+lim( Py+ つか ネリ ) 

在 9“ 意义 下 成 立 。 | 

应 用 定理 1.1, 可以 得 到 Besov 空 同 的 表示 定理 。 

定理 1.2 设 {7,} 如 前 所 述 。 若 1B8' Hn -oocaco, 
0 ご p ご co。 <LL, WFESWUK Py, 其 次 数 均 不 超 辻 と , L 
是 不 超过 a -n/p 的 最 大 非 负 整数 ， 以 及 存在 多 项 式 已 ， 使 得 

| f=P+ lim( >) qo f + Py) 

在 “意义 下 成 工 。 

# id g=lim( D) n. « Pu), Pi 是 所 有 次 数 不 超 过世 的 


多 项 式 集 合 ， 则 在 模 去 Pi 的 意义 下 9 ema. 
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CPHL. RRC, Bp “可 以 看 作 由 .和 /Pi 中 的 等 价 
. 类 组 成 的 ，。 
为 证 本 定理 1.2， 我 们 需要 下 面 购 引 理 。 
引 理 1.8 X 0-p.q-zco,a€ R', Wil 
Bs’ BS PI BAP, 
FAR Hr Se AEE A. 
证 明 ”第 一 个 嵌入 是 显然 的 。 下 面 证 第 二 个 能 入 关系 。 设 ?4 


満足 (1.1) 一 (1.4)。 WYER”), HM S «c | E | co o - 


1。 这 样 
(P x f^ = O, kf, 
改 
P x f=, kP Eý.’ 
当 1-。pssoo 時 。 Æ 
lP, x fioi., k floltslpo 72'"T*l9]p. fe, ok P lp. 
M 0 で の て 1 时， 
19,* fx) | SS, * 月 1. 
<le, * ま ルー アタ まげ 52 7 
从 而 
lex f] 27 "7P hy ty, f lp. 
HUE RAK AM. 5]IBRI.8 8: UE. 
定理 1.2 的 证 明 ATER SC B»' ^, 由 引 理 1.8 Anim, «fd. 
C2-*-"P. epe v, 満足 JOD = 1, 当っ ば | ミミ 2。 ia 
y,COx) 2 2'"y(2* x) (ERB S 88 A EE AT Khao, kN, kf, BUE 
lan, k= p k O, Pll 
<fa t, Nn, x fl." Ah * 月 。 
[Crisa n/P 


-1 


改 当 12| > 時, >,a’, xf —MESk. 由 引 理 1.5 知 存在 多 項 


3ll 


X Pr， 其 次 数 不 超 过 工 ， 使 得 や 7 xjf+Pvr 在 2 意义 下 收 
伍 . 又 由 引 理 1.6 知 存 企 多 项 ARP, 使 得 


f= P + lim (>), xf P, ) 


ES! X Fur. i 
下 面 证 明 g 的 唯一 性 。 itni, (PP) ERR, i202, 使 得 


gi- lim ( 7 ni JESUS 


»--N 
在 .>' 音 义 下 成 立 ， 这 时 91 与 PEF / PRL PHS Ao 
g 是 多 项 式 。 我 们 将 征明 ，g9! - 9? 的 次 数 不 超 过 BP 8> 
Lit, 对 任意 7 た S, 有 
<af (g! -~ 97 の 7> モ 0。 


设 X 如 引 理 1.4 证 明 中 定义 的 ，X, (xX) 22'"z(2'x), 注意 到 


supp SLL) OAL HI), 


有 
SO ib - 92) ネプ ニ メー* ツン (79 ー7 の ネプ 
$z-N r=-N 


ON d 
= $ tee Oy -7Df. 
ys-N 
由 于 P』 的 次 数 不 超 辻 と, i 
<a lglg), の | 


= |1 ime / 9^ > (7 ユー73 う ナー Ph + Phan Y| 


N =o \ , 一 


« lim o^ Y (01-152 ESED) 


No | ュー が 
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-N+1 


.| 
= lim ( 5 99x ,*Oi-nD xf.) 


N^ Y=- N 
Nei 
jarl hl の kh 


< lim 
No VIT y 


-M+.1 


<C lim > o-N Bio via-n/Pp) 
Not» = 


«cC lim 9-NüBt-catn/P- =0。 


定理 1.2 证 完 ， 

证 面 我 们 证 明 Besov 空间 的 原子 分 解 定 理 。 

定理 1.3 设 - co<a<co,0<p,4 委 co で By? WM TELE Ee 
S = (Sj 上 F(ag}, 基 中指 株 集 0 表示 RR" 中 的 全体 二 光 方 体 , So Æ 
ig Me. aoe ET 30 WO ORF, 使 得 


FE. 


(v( X ir) Sly .0 


Pee {Gis 2 


ux m 1(Q) fern Q Wk. 
自明 Wal L.A h, He o=(-A CO), 它 除 县 


和 芷 时 四 所 要 求 的 一 团 性 质 外 ， 还 满足 消失 和 矩 条 件 ，| 。*79G の dy 
- 0,0" N. 根据 引 理 1.2 与 定理 1.2， 有 
f = D0.*0,*/ 


»cZz 


>, >, | oane fonds. 


PEZ (Q= 27 


> 


So = Carman: 1.P) sup|?, * foD»I, 
yeQ 
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agGO = | oso - ox f andy, 
Q 


其 中 C 是 一 充分 大 的 入 数 ， 使 得 ae 满足 定义 1.2 的 条 件 (2)。 显 
PR, a, 满足 定义 1.2 条 件 (1) 中 关于 支 集 的 要 求 ， 面 消失 中 条件 
(Da di 6 MAK ERE RES. ARIE... RNR Pm 
的 引 理 ， 它 是 Plancherel-Polya 的 一 个 经 典 的 结果 . 

引 理 1.9 i O0<p<0o rEZ, gE 7'(R?) H supp 9 ts, 
|/|«2'*, OAL R" 的 二 进 方 体 ， 


Q-Q,, = 6X = Gum tn) E RP, 
k,27'«cx, «ce, 127 f= 1,8, 0), 


知 
1 /P 
(© sap le の PP) «C, 2777 Hol. 
kez” rk 
先 用 引 理 1.9 完成 定理 1.3 的 证 明 。 事 实 上 ， 取り の =?。* ア , 
RI | 
> [Sol? ) = c( » Q2 P(Ca/n)-(/p» 
ea” l b(Q= 27% 
1/ 
x sup], x / G0]? ) 
YER | 
1/P 
-C02'797'"7( S) suply,* f(y) |? 
( LR ) 
«C2** |?, flp, 
因此 


[EX E sd?) 上 st の "lr*7 の 人 りー 


FEZ I(q)= 27” »cz 
= Ciflas: 2 。 
定理 1.3 得 证 。 
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引 理 1.9 的 证 明 我 们 先 证 明 一 个 公式 。 设 supp) C (7, 
|f, H 4 [f£] <2 時 $4021. div.O0-22'"9(2'2, 
则 有 

gap x) = 2°" M gO RY x-2 7k)。 (1.7) 
reg 


事实 上 ， 由 Paley-Wiener jg Bl, 9 起 一 全 2'* 型 整 图 数 。 加 上 
9 ER TRIS, 当 了 充分 大 時, 


Jj 
gs (x) = sco rese yen. 


由 竹 supp( 7 ) CE 2,6), Mo a 充分 小 时 ，supp 94 ぐ ご 


(E: [€/<2's), 于 是 
as = Quo | OF MOE, a.D 


ig 9$, (De! 0g dg as CHR A 27 Ux 延 拓 到 全 空间 R"， 并 展开 
Jk Fourier 级 数 。 由 反 演 公式 ， 其 Fourier RH of RA 


C っ jyei* fe- 12 "kéqe 
i (2'*'2)* Ix.i2' a d G > 


=2- "y, (x - 27 "k), 
因此 当 | | 2" m 时 ， 
P (Eei 2277 SY y, (x- 27 "kel? ks, (1,9) 


kez” 


把 (1.9) 代 入 (1.8)， 再 一 次 用 Fourier 反 演 公式 ， 便 得 
95% W(x) 8 27? S) y, a- 27*k)g, Q7 °K). 


kez” 
4 5->0 取 概 限 , m jH Lebesgue +3 dill St PH, EAN (1.7. 
Ag 9 gx t 32 PEPHAX XX Aa., A 
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2g ST gro tk ap Qe 978 
kez™ 
共 中 第 一 邊 等 式 成立 rx fe Fourier 恋 换 便 知 。 NEC. 


HLE EQ 
lg(z)|< sup lg(x+ め | 


g(x +y) 2 V.*g* CO 


sup 
を で kc er 2 


«o-*^ M g(Q ke) Sup UMCEPIMMIIP 
kez” imln.n2 


BT ye m, Fi | 
sup | by (x 27k) LCa A KD 


miena?’ 
Hop MG 可 取得 任 普 大 ， m O<p<l 时 用 14 + b 
pz] 时 用 Halder 不 等 式 ， 便 得 到 
sup D| PLC S lg kld kp? 
zc vk pez” 


x EE XE y€Q,. IM ihe 对 y 在 Q. 上 Hy, 
(go PE 2 + ID 


n pK 


Pclals + bP 52 


得 
のり -?R sup 1g(x) |Pdx, 


ZEQy, 
kez 

对 大 RAL EEH 
a7" 5, ,sup g2)! <Cp holp S 1+ iki» 7t! 


rE 
pez” V vk kez” 


ZC aye 
= 1 の 15 


这 就 是 引 理 1.9 所 要 求 的 ， | 
中 和信 ⑰, の 分 子 的 概念 。 


为 证 明定 型 1.3 的 逆 Riisi 
定义 1.4 Kan 被 称 为 (Pp ,0) 分 子 , 如 ELEZ. n ERY, 


WEL 
(1) amol «Poems (pe2^|x - xo の 只 要 


Ox v1 xs 
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(2) | x'm(x)dxz0, Ox|Y|xN, 


Job MEZ ks 例 ln MSN + 10n max( T1) K £a] Des 


N>max (| n( 5 一 1) 一 a sy 1 ) 都 是 整数 ， 


WIR. FED CP) TBE Cp, 42. 
定理 1.4 iš- æa, O0«p,qxico. X 


3 "A 
f= > N Sog, 
EEZ legs” 


q/p 
»( ` | Sg]? ) «o, 
BED ü 


[Q2 


其 中 me EDIT, QÈ R 的 二 进 方 体 ， 则 cB. 
flag so( の ( 5 RD y^, 


AcCZ Qe 2~ ^ 
其 中 C 是 与 /无 关 的 常数 ， 
为 证 明定 理 1.4， 需 要 下 面 的 两 个 引 理 . 
51381.10 V o. 满足 条 件 (1.1) 一 (1.4) m 是 (Pp,9) 分 子 ， 
oO)=2，@ 的 左下 顶点 为 zx， 则 当 ul, 
|f «mg (x | Ca^ /Po YXNS 12001 + 9*|x 2 x, [)N* 13 **- M 
(1.10) 
成立 24 px 时 ， 
[Px (x| CO P-a- MOK] + o^ | x  x,|] Nt! **-M 
(1.11) 
成立 。 
正明 ” 先 证 明 1.10。 由 于 对 平移 与 展 缩 变换 的 不 变性 ， 不 妨 
ix v-20,x,70, 井 記 Po=?,me 7 m. BAOF HT BH BARTE, 
有 


emo =|, mrー め | の りー > aPeoot D/A dy. 


R^ TIPS 
pi yt 
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t. 


Ie mool «(| 十 


J.Ix-Vixliri/2 » 


)ime- の | 


Ixr-Wyiz|ri/2 


xlr- y| oix, ydy 
= | + 1, 


Hoh Pix, y= sup sup la^e(x - £(y— x)» |/Bi1.dti19v €. 
(IB =N 


+l QO<@<}] 


An 9o) CQ e ix tttm BL [xl /2. d 
1«c| ma y] lxs y] dy(o + jejte 


EJ 


«Ctt .Ocx2*]y p^ | yl **!dyCro [xl errr? M 
R . 


«C 9^in/P-ao9- HN ltl 十 px] Nt it M, 


叉 由 dO 0 Ti UR 


i «| [mcx - Dlx- ys dy 


izm-y|I»irli/2 


«carin (17-2^Ix— yl) MIx— y| N*!dy 


Iy- xizir? 


«cCC9o^ts/P-a)9- RING Tt) + Ja] Norse, 


(2.10 3kuE. wee tmu. AA? APRA KR AR ES IR 
fF. FATAL DA mpa 去 一 个 -1 阶 Taylor 多項式 , FR AR Wü 
(7,0) 分 子 的 大 小 条 件 ， 就 可 类 似 地 证 得 (1 .11)， 

5138 1.11 设 1xpxoco, ZTEZ, xu. F F(x) = 


S\ Sefer HH /满足 


1(Q)= 274 
oO Leona egt isse ntt, 
这 里 xo 是 二 进 方 体 Q 的 左下 顶点 ， 则 


wa MEM AA > 1 7 
Fiza rg NM) Sa) . 
ez 
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us 1 SEER Kb 2708 3546. x. 是 5 的 左下 顶 
点 , Hu 
re M [ares 


10522277 


«c >) 2°" 


10S)- 27" 


“P 
x [areo M [Sala es DTT] ・ 
- ICQ)=-2 
記 xqge2thyxg=2"l, HK LEZ, Hi Sac Sk。 由 Young 
不等式 , d 
ecce t? や (や jseldr277- わ づり 


lez? koz" 


«ca 2 Sad? )( Nasen» ) 


koZ Lez" 


«cat \ Sol? jan. 


d 
1.Q)- 274 


定理 1.4 的 天明 — IE 


Pk >) Dy Semo=®, «(x 3m > ) >) Sags 


HEZ Qa” -4 あき = タキ 1 q(q.27^ 
M 0<pS1 時 , 由 引 理 1.10 及 p_ 三 角 不 等 起 |a+ 17 ミ al i 
7。 有 


MHD <C >( や 2 で - BYXK-a)P > [So]? ) 


"eZ Bee 1(Q-27^ 


+C %( > Q(B XN 1e n -(R/P)+ oP > | Sol? ) - 


"CZ ‘wae ) (の < 27 * 
注意 到 k-a>0 以 及 N+1+n- +0>0, 当 g>p 时 应 用 Yo- 
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ung AE, M a<p 时 用 4/p—— BASE soe rb slo? 
rij, (Ray EW E FRL.ABTZÉCRÉS ZEE. 

当 1 一 p 委 ce 时 ， 证 明 是 类 似 的 。 对 メン» 用 (1.10) 以 及 引 理 
1.11 G0 c2 1) Shur 用 式 (1.11) 以 及 引 理 1.11( 取 r+= 4) .于 是 


gg DD 2 nne ( MIL )^y 


1(Q)=277 


+O >( Y astare | 5 sol? Y y. 


FZ a Ta "n" 
TERR k- e> pR N +1 +00, BÉ He ER 4 之 1 与 9 之 1 两 种 
情形 ， 类 似 于 洁面 和 的 计 论 ， 便 可 得 所 要 求 的 结果 ， 
下 面 独 一 个 特殊 情形 : 2=0, p=4, Bl B8"?。 这 时 ，(p.,0) 
Wi Fy BEC), C2) C# M1. 5 H? 空间 的 (p,csco) 原 子 的 相同 ， 
(2⑫) 中 当 ?=0 時 。 [acol <O, TE aCe, oo) 原 FIN KDA 
4. 当然, 〈0, ヵ ) 原 子 的 条 御 (2) 比 HP 空 同 的 〈p,oo) 原 子 要求 要 
多 ， 这 就 是 (2) 中 |7| 六 0 的 要 求 ， 即 光滑 性 条 件 
[aD IO に かす 。 PILK, (9 
其 中 并 人 关 1。 另 外 ， 分 解 定 理 1.3 中 相应 于 系数 的 条 件 ， 正 是 以 前 
WENI <. IETA, 当 0 で psS1 h, BPÜCHTÜ. BOT 
(0. ヵ ) 原 子 要求 光 清 性 , TARE. Bp SH”. mw EA f 
Such. Fe, SRE. 当 0<pS1 時 ,。 BpPSA’, FH, 空间 
{154a [EA <o, 4,07, OOF, 耳 満 足 G.12)) 


0P 
r 


AKO, Cé H’; MKDIBS UB» 


$9.2 Triebpel-MLizorkin 空 回 的 原子 刻 画 


it- oo ご goo。 0<p.q<oc, (の Jez 満 足 $9.1 中 条件 


(1.D— (1.4). 
定义 2.1 RIEZ POI SLISCER d; A DNO BOF Trie- 
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bel-Lizorkin Zz|[H] FG? , Ani 
TI = (Zerin sso) e. 


这 定义 类 似 于 Besov 空间 Be WE, RERET LSU 
的 地位 。 

类 似 于 对 Besov 23 A) UAH, as lal Re? 5 o, AARE X.X 
13” 中 的 《点 ”， 表 示 齐 次 Triebel—-Lizorkin 空间 。 对 非 齐 次 
Triebel-Lizorkin 空间 、 有 类 似 的 结果 ，。 

比 起 Besov 空间 ， Triebel-Lizorkin zx 间 59— 5€ £5 M ny zx 
间 ， 有 着 更 直接 的 关系 。 BRL, 対 g=0, 9=2, RAK 
(Xie £000?) ”下 是 经 典 的 Litlewood-Paley 的 g HH fio 


FREA. Wek, Mp p1HB CET L 也 就 是 意味 着 SCL, 
BH] L'-PPb?. Bek, MAA = FO, 当 0<<psS1。 以 及 位 势 
容 同和 5= r 2(1 で poo)。 特別 地 , 240 为 正 整数 时 ， Sobolev 
空间 也 就 是 L5 = Fp’. 

为 了 得 到 Triebel-Lizorkin 空间 的 原子 分 解 ， 我 们 需要 人 一 
系列 的 准备 。 

定理 2.1 (C.Fefferman-E.M.Stein) j$1l<p<oo, 1<q< 
co, B 


| yovv] Lec Kin) 


(2.1) 


SERPS; } 成立, RES; 局 部 可 积 ， A MG, E 的 
Hardy-Littlewood 极 大 国 数 。 

定理 2.1 的 正明 中 , HE PMO. A, OBA E 
有 独立 意义 的 。 

引 理 2.1 设 J20, 9-50, a1, Mi 


| Map cotecodsscB, | ,lf M GO Dr, 
R R 


Jal 


HPB, E f? TER. 
我 何 先 正明 定理 2.1。 FAJEBERUEBjgS[SE2.1. 
定理 2.1 的 正明 当 ヵ =4 有 時, 


や org" M ,Mf dx ASSI | LL | “dx 
j 1 SIR zu 


-A (Xni) 
即 (2.1) 成 立 。 | 
下 面 证 明 弱 (1,1) 型 ， 即 证 
de) Men, 9G , >a) eese) ME 
成立 。 


T 1/qd 
对 G(x) = (> OI *) 与 a>0 作 Calder6n-Zygmund 分 


jel 


q 


, 


q 


解 , 得 到 &"-FUO, 0-2 UO;, Q; ER RETRADE. M 
AB: 


à) Xo,l-Iol«^lcl 
Gi) GG «a, M xE F; 


(ill) ie. G(x)dxx 


hf +f, Hp f -fiXp f57f,Xo. 为 证 (2.2)， rt 
要 证 明 
IE (ier eov)" >a) «^l, (2.3) 


E | y ./q | A 
区 dp) >a} ees 0o 


用 p= 4 时 的 结果 ， 并 注意 到 ( 117500.) ^ ti 


j=l 
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SHE (Sows) “> 中 <| ， Didone 


«a, や の の le [ (Scot) ax 
E j=l i-1 


<Aga [Gl 
这 就 是 (2.3)。 
FALE (2.4), FE SL PAB 
I 
Joco worl. F (D | dy, “Exe Qe, 
た 
0 , 当 x さ 9Q. 
当 * で Oz 時, 用 向 量 値 的 Minkowsky 不 等 式 与 性 质 (iii， 


(Sie )" _ dele)’ 


C: a "a 
SIR G5 nl) ^ dy Ae. 


J 


注意 到 当 x を と 9 時 , f;=0, Abe 


a fs “| Md; pot] >a] 


<| OMG rE Dar 
R PI R 11 


~ 1/4 
< Aat-! IDI) dx 
JO 7 ) 
= AAG] (2.5) 
下 面 我 们 要 用 MCF ;) 控 制 MO). 対 任意 方 体 LZR", A 
の = 2nQ， 即 与 同 中 心 ， 边 长 伸展 2n 倍 的 方 体 。 9 = U Q,. 


显然 
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19| < 人 lc. 
由 此 可 见 ， 只 要 证 明 ， 当 x 时 ， MOD OGOOEAM(G CO, 
则 C2.4) 得 证 。 由 于 


1 [oae 
M が ( an f^ d . 
die zeo|Q| |。 play 


而 只 要 xEQ， 有 
1 1 
TAT ; d = ティ ベー ュー ア 
Q| [o] y KOF | nall, 


共 中 K=ik]0 NOSS} B — A f O&(1072 Z2, LEART 
OQ BST Ocg. 于 是 


1 y 
arte lf cy) dys 'Qi pr Sah, ifs (yo |dy 


KCK 
‘WIdy l.l. d 
= (or jr Dale, If Go dy ay | gifs! y 


2 | 
x5 zrl- dyx AM 。 


结合 (2.5) 便 得 到 (2.4)， 从 而 证 明了 (2.2)。 用 Marcinkiewicz py 
括 定 理 , 知 (2.1) 計 l<p<q 成立 。 
下面 用 引 理 2.1 正 明 式 (2.1) 対 9 ご pco 成立 。 肖 pF o. 


4-5 :根据 引 理 2.1， 对 任意 ?EL”"， 其 中 二 + =1， 


(や wo, )(r))* )rcodx- 5j, CMC p CD) TPC) dx 


<B. | IM Dar 
ィ = ュ ンド 
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<Bal DI Cr IM@M Nr 
j=) 


«B, DIE Crilelrr". 
対 |ylrr・ <1 —"— 便 得 


— 1)7， 从 面 定理 2.1 证 完 。 
引 理 2 .1 的 十 明 B XE CERIS 


q 
us 


Ma(f) (x) = super, i£ (D idy, 


其 中 上 确 界 是 对 所 有 包含 x 的 二 进 方 体 Q@ 取 的 。 我 们 要 证 明 ， 
My ds L°CR*, MO» GOd:08 LICR", ?G0dx) AFI. 显然 ， 
g= ce 时 ， 这 结果 成 立 。 剩 下 来 要 证 Ma 是 弱 (1,1) 型 的 ， 用 Cal- 
derón-Zygmund 分 解 , (x€ R^, Ma,CD C928) = UQe, OE 
HER, H 
] . 
TO. 7 ~f, 
| FOMOS TOT a pre 
Gu 6。 | 


3l eG | foodxdg ~a | ?Cydy. 
Qk [Q l Ck ・ 
St RRM, 有 


a | e(ydyszA | f(DMPD (x) dx 


iT iM gi fona iriMaCf Xa: 


«A | OM ds, 
R 
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这 就 是 所 要 证 明 的 弱 (1,1) 型 等 式 。 由 Marcinkiewicz 内 括 定 理 
知 Maz LICR”, MC?) GO dx) > LICR" ,0e(x)dx) AR, Hhi<g 
现在 要 从 Ms 推出 M 的 相应 结果 。 令 


Ma GO = sup 1f fC las, 


IQ] 
H | FAM O 取 遍 所 有 包含 x 且 其 边 长 不 超过 六 的 方 体 。 由 于 
MC の Ce) 1 MCf)Cx)， 因 此 只 要 证 明 

| Ma DWEB | 。 げ GO19MC の COdz。 
HFR, REX N= 1 证 明 Mi 满足 上 述 不 等 式 。 而 显然 有 


Mi の の =o| MiGODCOds, 
0 


其 中 MECC = Malt Px +t), ti f(x) —- f(x- t), Qo Æ R" 
前 単位 立方 体 。 引 理 2.1 证 完 。 
定义 2.2 投 7 と の (だ の 。 ADO, ZXLBKAR 9T" (38 


L 語 — KE * f(x- v)l 
PSIC) SUP qarzi? 


其 中 ?, 満足 $ 9.1 中 条件 (1- や 一 (1.4) 
注意 到 SES’, xJ RARE, Alt, 9,%f 是 指数 型 
整 函 数 ， 故 上 述 定 义 有 意义 。 显 然 ，|? ,* OLS), 
更 一 般 地 ， 如 果 g9 RE MER be, $ 


I m 19x - 9) | 
gi C=) pein (1+ |yl)** 
者 9EC'， 则 定义 
IVg(xー y)| 


** 一 sup — 5L 
V9» vent (1 + |y|>? ’ 


其 中 ]v9| 是 梯度 vg 的 范 数 。 
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引 理 2.2 iE A20, 9 と の (で GR の sapp9 ご 人,。 |f|x2), Bu 


(VIN (4) <Ca no (). 


正明 ig,g- jT. 取 YE (CR*)， 满 足 了 PC)=1， 当 | 站 


2。 这 时 g-Y:*g. 


|3,9(x — DIES 2 で は だ 5】 lgcz)|dz 


=| lasrCz- 9| |g(x- 2)|dz 


X- 2 
<| sar DI +l- y+ [yp PS Olas, 


最 后 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 
)pejz|xli-c-]z-z»|i-iy|s1-1lz-9DO t lvi. 

因此 
la; g(x- 1D] 

LGN + uD | 4,1957 2-32] 24.0 ]z - y] )* dz。 
注意 到 9j7 ER, 使 有 

jag 10] EC ng G0 + fy), 
故 
(2; 9D S CX) CC ,nga (X), 


从 而 
(FPD CX) iC 4,91 * (OX. 


我 们 现在 要 用 Hardy-Littlewood RRAK Hil 95^. 
引 理 2.3 1£A7—0, JEF’, :uppg (6. | x2), rz n/A, 
且 対 所 有 的 *。 gi*Cx)«—oco, Wil 


g5* X) X:LC yn CMCEg[ 70€x))! "7, 
WEAR 取 6 満足 0<5<1, XA x- y 为 中 心 以 5 为 半径 的 球 
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Bex- 76) 中 的 任意 <, BAA 
lg(x-32|xlgC| +C5 Sup iV9( る )| 。 


ZEB(r- V8) 


PE rm. 然 后 在 BO y LBD, fi 


ger- 9) IT EC | 1gCz)| ds 


Bir- Usd) 


+Cz6" sup [dvgODI*. 
z B(xr-Yrd) 


由 于 BO- yD +D WA 


g{z)| "dz 


B(x-9» 5? 


< | IgG [dz Ca GG + Iy D*MCIgI 260. 


Bixsó« すい 
同時 
sup lyvg (ZS sup IYg( る )| 
を EB( ア ー ザ ぅ 2) zcBiur5«1V0 


= sup |ygt* + の ) | 


jo, 6 * 13. 


<(1+6+ yD CV の o. 


ュー ぁ 1。 有 1+19! 一 1+6+1y|， 并 注意 到 = Lo E 


g(x - 9) | eso T Go LED TMC III” 
CEA t8 [9| D^ N 0T CÓ 
<(1+6+ ly D^ LC r n 7 OM CE a] CO 
+ CHO OD. | 
«(s DC rn 7 CMC gi 1200077 
+C Di CO]. 
从 而 
g1* GO C, ni 7 CM Cg] 0600! + Cr VO GOD» 
应 用 5| 理 2.2， 并 由 于 处 处 有 gx 009» 可 取 5 充 分 小 ， 使 得 
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| CD EI ODN. 于 是 


CDEC na MC gC) TT 
引 理 2.4 kocp, 9E ビ ママ '(R") Hsuppg t$, [E] x27, 
MESEL, H 
sup lIgGO|xCsplsls. 


ey BIH, ght (x) oo EXE A>0 Ej x€ R" Mor. 
正明 这 实际 上 是 引 理 1.9 的 一 个 推论 。 


引 理 2.5 ib 4A>0, r= T O<pxoo, v€Z, fer’, # 


Gk LE LP, phj 
PE*CLYCO<C POM G9, CD 
正明 jg g(x) =¥,* 了 (2-"x)， 则 由 引 理 2.4， 有 


sup skf) Cn,pl?, * fco, 


因此 sup DIE, Mf 21* G0 ご oO, 对 任意 xER*。 由 5 
TER” 
2.3, An 
g1* (x)ECrn MC gi ) C(x), 
ifg 
ie ox f(97 "Cx — vy))| 
gi" (x) = sup joe She ホー ーーー 
i yer” d+ |yl>? 
i Vx (07 x— y) 
— SU E Nw MAL 
an (17«2'lyl5*^ 
= Cf) (2^ x), 
同时 


M(|g]")Cx) = su |o, f(27"y)| "dy 


ーー | 
R> | BCX, RD] Bix R) 


1 
H rc "RES d 
n> > |BQ2 "x, 2 * R)| sac nice! fiv» y 
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= MP, f|), 
4-27 'xcz, 便 得 
£5* COGO SCC H4 (MCI DCD, 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， 证 毕 。 
定理 2.2 if - ce<a<-o，0<9q 委 ceo，0<p<co，{9 ,} 满 定 
§ 9.1 中 条 件 (1.1) 一 (1.4)，4>nm/min(p,q)， 则 在 .2 /PJ， 有 


. ~ NC. ra *ox 1/9 
Ps (en) 
这 定理 说 明 ， 可 以 用 ?3* 刻画 P2. 
证 明 i fers, Re, * SOL”. Hp 引 理 2.5, 注意 到 
r= 二 <min(p,9)， 我 们 可 以 应 用 向 量 值 极 大 隔 数 不 等 式 (2.1)， 
得 到 
izg H 
Ke le の D) 上 


(や em の ig * ア | rey | 


vez 


| r/d H/T 
」 Pa? | T.q/r 
(SMe [Pax fi ) | 


?EZ 


T/g 
(Zerre, af) 


»cZ ' L 


XC run 


= Cr,n 


ff 


< Cn, pq P/r 


Crna (Zerio) | 


-Crnapalflitt. 


BH I Fe il ERG. ADI k OOL S, 
现在 我 们 可 以 讨论 Po? 的 原子 分 解 了 。、 

定义 2.3 基数 ax) 称 为 光滑 原子 ， 如 果 

C1) suppa3Q, HPO RA ts 

(2) [araco] SQ n 当 o«|v|iz(a]. * 15 
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(3) | yecDdx=0。 MOSI SE, 


其 中 L-max(J-n-a], [J-np, ] 2n/max(], り ぅ 9) ぅ [a] = 
max([a],0). Ek, ML - 1. ERATA RREN AEE. 
定理 2.3 这 一 so«cu-coco.0«p«co,0-qxioo. d «fc PP, 


则 f= >i Sona, 基 中 Q 基 R" 的 二 进 方 体 ，a6 是 光滑 原子 , {So} 
Q 
T AL 


| €( X 101715440) |" |, «cuta 
"»€Z li(iQea27 
其 中 8 00 = JOUx400, Xo) 是 0 的 特征 函数 ， 常 数 C 与 f 
证 明 由 39.1， 存 在 4 与 4 如 定理 1.3 所 述 ， 使 得 
foes OM [oes icons 


»-£Z の)= 2 " 


So= IQ! suple, x fCy |, 
. 9 と @ 
以 及 
cec の = 0, Cx = Ye, まげ (の dy。 


容易 验证 ， Ag: LATIN. 而 
>` QJ] Solo) = >, 2'"sup] P, ¥ f(y [X OO) 
lqQo22^' (GO)= 2 7? 


1 の 。※ ま (テー リ の ) 1 


ES sup , +2’ VIBL Gq +2" |y | o* 


IVi-vn27 
Cn2 et (OC. 
由子 ALDn/min(p,q), 用 定理 2.2, 便 得 到 
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— - 1/9 
No X _ 2 
LZ > HOI Sola ) | | 


PEZ K@)- 2 


[Siero | 


EZ 


| 


p 


" 


-—" 
«C, 


< Cl 。 


下 面 考虑 定理 2.3 的 着， 如 同 $9.1， 我 们 需要 引入 分 子 的 概 

定义 2.4 iR-cocucco, LPL, OLISKO, J,L 如 定 
义 2.3。 对 e>0 以 及 aa- [ao 过 1， 记 8=[ao]j+6 M=Jre, 
我 们 称 mo 是 一 个 〈6,s) 光滑 分 子 ， 如 本 

(D | s! macodz = 0, 只 要 OSIY xL, 


-max( MsM- a) 


(2) [ng GO <Q Aa € KO "1x - xal) ; 
(3) la^mg Co x [0] 727" "Qe CO T Ix xg] 778 
只 要 o<|yi<tads 
(4) 7 
la? mg(x) — a’ me(y)|<JQ] 3 * Ix - vl? 
x sup (1-«!/(QQ»'!|x-z-xgl5 ", 


1z に に 1 デー ダ | 
jt ivi = [a]. 

引 理 2.6 jF-co<a<co, C<qxoo, (P<, 9 一 321 ご 
$<), 620, P=[a]+6, M=]+e, 3 mo 是 -一 个 〈8,s) 光 请 分 
子 ， 则 

当 ル ジル 时 ， 

[e ma Go | CIO] 71727 ?* (1 +B" ]x xol) 
(2.6) 
MEA 9 ニナ ーg2 成立 
当 々 ミッ Rf, 


ie Mo(x)| SCQ] Aa €2^|]x 2 elD 
(2.7) 
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对 某 个 za 成立 . 
为 简化 引 理 2.6 的 证 明 ， 我 们 先 证 明 以 下 两 条 引 | 理 。 
582.7 X R>n, 0<8<1, k, EZ, k>1,LEZ, L>0, 
s>Lin+6@, LER”, Eg g,hc L'OR') 满足 以 下 人 条件; 
La? g(x)1 «9272 * + 22 | x| 578, 当 |?| ミ Lj; 


(2.8) 
Ja” g(x) 一 97 gCy)| 


KPEE x yl? sup C1 +2? |2~x))7*, 417 = 
(2.9) 
h(x) | «Cokn/z(] 4- Del x —xQ|)7 masas), (2.10) 


| hx)dx=0,  |Y|SL, (2.11) 
R 
则 有 
Ig hx) Oo (ko 30100 en/m(1 +2ilx—x,])7%, 
(2.12) 
其 中 C 与 9 XxX 7K, 


证 明 通过 (eR. 可 以 假定 xo — 0. Hirth 缩 变换 ， 可 以 假 
定 1=0。 


令 
A={y: |y -x| <3}, 


B={y: |y-x|53Hlvylxlxl/2), 
-(y; |y-x|>3, Hiy|>|+|/2}. 


H (2.10 5 (2.11, 有 


Ig:kh(x)| = | gW- S FOU- x) /BiikG - dy 


iBIsL 


r 22g(x)( )“ 
«(Jl ) の - とう CUR - | 


x METE +2k jx- yl mR dy 
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-I-«I-I. 
根据 (2.9)， 当 ? と 4 時 。 


£ — 
le w- >) (リー M x)? 


I8 | < ル と 


= | 24 G^ gg) - E 


EET 
«C[x-y[^*?^sup (14 [z—-x|)5^* 
F213 


«C|x - y| ^** CIL |x] 578, 
其 中 = 是 位 于 x,y 之 间 的 某 点 ， 因 此 |z|<3， 从 而 1+1z-xl 


> さ ロ + ix), 故 


I xC2*^^7(|4 motae *t2*|x- y|5^'dy 


ri^ +n-i 


<C kn/z -R 
2 Q + |x|) Gar 


ok piré+n-i 


x C9-kL*6 «n/2) ] + fy -r f ee 
CILIA + |x| rk 


"yeBM, esses, gy oria yl > 
XC + (xl). fk 
テー タグ 
ED Pu か rr 


x 2kn/o-ks(] + [xf Pun 


< og * C73, |*|)-# 
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PIA 
“2 


dy lx | d 
a cy | ] 
ly 


«ca ®t Pas jD, 


EC, l«|y[ 50 [xD, Blk 


- 「 1 0, NS ラー キネ se] 
mecl ia e] DD 


IBI L 


xkn] +9KIx—yly dy 


<Cokn7c) + [x[)TF p [y - x|*(1*2*|x - y|) dy 
“ 1 


- gL*n-1 


kn -R _ 
<C2xn"2CL1+ |x|) 時 の ro 


Cer -nm + [sD 
这 样 就 证 明了 引 理 2.7。 
对 于 工 = -1， 即 没有 消失 和 矩 条 件 ，9 没有 光滑 性 条 件 ， 也 
有 类 似 的 结果 成 立 昌 证 明 要 简单 些 。 我 们 写成 下 面 的 引 理 。 
2182.8 VERON, kjeZ, kj, «€ R dg, C L BL 


足 * 
IgG «297 ?7(1 + 27 | x] 578, (2.13) 


h(x) | <Ok™20] + 9K] テー xs| 78, (9.145 
hu 
Lg hGo | ODMH +2 [e x D^ 


证 明 类似 于 绚 理 2.7 的 证 明 ， 不 妨 设 ze=0，1=0。 而 4， 
B,C, My 2h Sw -9 E2. 7A EET AA). 


"ye AUC, 1+ y d e Ix, 因此 


| gC | [hc — 101 dy 
AUC, 
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«CO + [x] ) -aen2 | JL + 25|x - y|) "dy 
R 


<i CQ kn 20] 十 | x | DTR, 


当 yc BB, 2*|x-yl> 42k + |x), Bit 


| lc |h(x — y» |dy 


«c C9-kRoknAC] 4 xps | (15 |y" *dy 
R* 
C2- kL + |r|) R, 


引 理 2.6 的 正明 考虑 2 テッ 的 情 形 。 如果 c<< チ ナー ァ 7。 4L- 
[]-n-a]20, R«M, 0<0<e, kzxpu,j-v,s-M-a,xy- xg, 
-97'"7p,, h- mg, 那么 从 引 理 2.7 便 推 由 (2.8), 其 中 と = ァ 
+ ォ エキ チー ブー カー キイ ニア ーg。 如果 a>J-n, 4 R-M, k-u, 
=Y, XQ XQ, h-27 "7, Q=mg, 那么 引 理 2.7 也 推出 (2.6), 
其 中 = ター チー g。 

25g uv. in Ralo, &L-[a) R=M, 0x6, た ニッ , 
JEU SHI DRAB A, s0 a]tnc-0, xo xo, h- 27" "79,, 
9= mo， 那么 从 5| 理 2.7 便 推出 (2.7), 其 中 5+=[al]+6 汪 4。 如果 
a<<0， 对 同样 的 KR,K,j,xo,h 与 g， 从 引 理 2.8 也 推出 (2.7), H 
中 t=0>c。 引 理 2.6 症 完 、 

引 理 2.9 ix n,uc Z,unu, Q-A«IH, A—n/A, WS FET 
序列 {So}， 有 有 


3 iSg|/(1* 2" | x - xg]? 


P 
I(Q2-^ 


«C2 1 M( ^ ISal^xo )) co, 


1(Q)=2° * 
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Mop cS T nA BAH n/A. 
证 明 没 S 邊 二 送 方 体 l(S)227*, x€S, id 
A, OIT ERIE, 1(0) 227^, lo 一 sl 2" b, 


Aci Ql iji le. Qno ot. aet pe xs at Te 
Juh ka 1,9,3,…， 这 时 ， 对 任意 OC Ans H 


122" |x - xgl 71 * 2" 1xo 7 xsi 727. 


因此 
Se! co や se 
ーー XD ZA 
Q Gea, 
| | 
«C3 85 ( NISL ) 


x 


[A ` 
«caes (] NS 1S。12Zo(r)dx ) 。 


-R QEA, 


最 后 一 个 积分 区 域 ， 包 含 在 U Qtx: Ix - xs | C2*7 "), WHE. 


QeA, 


fst sioda ( X) Sele Jen. 


S R'QEA, LO 2 7 
il ATR/A, HM 

~ ISol/(1 +2" |x- ral? 

QCA | 

/A 
Ee n m (Af 5 | S51 4Xo )) (x), 
の ys 27 ^ 

对 上 RAN, 便 得 所 要 求 的 结 灯 。 证 鱼 ， 

2]32.10 没 aER， 0 ご 9<oo, 0<p<o,a—-[a]<d<l, 
&€»0, B-laj]*o 0 AX], M=aJ+ern/A, mo 是 (B,€) Æ 
PESE 

カテ タッ 時, A 
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~~ | 
99k D Somolx) 


1(Q)=27 4 
| 1/4 
«C|Q| 12270 n m mh Y EF'MLEA )) Cx); 
7(Q)= 2~ と 
(2.15) 


Mev B, A 


DNE ^ SomaCx) | 


Qa tk 


1/A 

«c CIQ]|71727t»- ^? (ul Y | Sal xo )) (€), 
L Qe 27 | 

(2.16) 


其 中 o>J-a, T>a, 
证 明 由 (2.60 5 5/ 2.9 fg A- MAR =? 时 可 证 得 
(2.15) ,由 (2.7) 与 引 理 2.9 在 4=Af 以 及 1=4A 时 可 证 得 (2.16). 


bE AR 
定理 2.4 e-co<a<ca, qK, O«p«oo, a-[a]< 
<l, B-[a]-0, £70, moh (8,8) 光滑 分 子 ， 则 对 任意 序列 


{So}, OF: RZEK, 有 
"^. -a/n! yg 
> oer y^], 


|E Somo «c1 E 
ーー )]]2^* 
-E3( 8 5) 无关 的 常数 。 B 


其 中 C 是 

特别 地 ， 如 果 ao 是 光滑 原子 ， 那 末 

pe l(S( E orsa) 
" Q 


)2^* 


| 2 Sete 
这 定理 与 定理 2.3 合 起 来 ， 给 出 了 Triebel-Lizorkin 空间 的 原 


T Z| m. 
正明 取 4 満 足 9 ご 4 ご min(1, ヵ , の ), FFAS 
n 
J= min(l,p,9) CA ^ ecmin(J +e, o +a), 
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其 中 o 二 了 -4 是 由 引 理 2.6 决 定 的 。 这 时 


_ g\1/9 
(X(o" 4, CONO Lene ) ) 


TF 
<( N (2^ SO Mw 
mz n rž S mo ) ) 

FEZ A = 一 oo gone 
E s "NOT. 
“fovea N^ | 
+(X( ーー ご 9, k 3 Some 
"ez Bevel (Qa 
—-[-il. 


由 (2.160, HER ra, dj 


, v 
TiC © IC ra NT IIo b29-Cn- in 
> — - — | au 


yt oz Azo 


un DEM 1 4 9751/4 
x A NI Sel Za ) c) | 


L&T” 


=C i MC NO Q-i0s-Ais-a) 
pa ju 
' rEZ Br -i 
; . 1/A\ 0311/4 
«(uM GES YT 


1(Q)= 27” 


や 


— O~Altr-a) 
as=2 X09 


b= M ON) Opt Iu Roto | 


IQ)» 274 
当 1xzqxiooHf, 


i 431/9 
I«C Xa.) s-Clasb]s 
EZ AEZ - 
«Cal fb] ,« Cl ys 
q/A 71/4 


| ・ 
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r 


«C|X(« E (QMS LA ) 


vez kQ-2^* 


当 0 ご gl 時 , 4> Oa, = aj}, b, = 64, mj 由 4- 三 角 不 等 式 ， 有 
I «(3 Mau) 


"CZ ALZ 


KC la II <C lal r fb 


<c (uM X domsa J^ |^. 


"eZ ICQ)=2 
类 似 地 ， 由 (2.15) 得 到 


人 


I| ic [xen 5 [Q| 712971- rxv- 74) 
CZ Bevel 


x(u( X] 15615 Joo) ) 


が の = ター 


一 El 

=C ， > ( > HNN- HR A+ Tal 
: レー 」 
OZ B: we] 


(M XP dor So )^y |^. 
lQ 227^ ; 
ao シー 
以 及 
b(M NX OS AD ) 


z 


liQ 2 7^ 
由 于 o> cd, 我 们 有 {as} 了 ELZ) WR allel Z), Hts 
计 一 样 ， 对 卫 可 得 到 类 似 于 工 的 估计 。 故 | 
| Soms 
Q 


-asg 
Fy’ 


<c| $n BD ois "^ T] 
EZ Qe” - p 
-c| X(w 5j dors 2o^co) | ||. 


?= 世 l(Qias27^" 


LP/A 
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注意 到 A- min(1,7,9)， eae >1。 应 用 向 量 值 极 大 函数 
不等式 〈2.1)， 便 得 

| SVs ome | asa 

Q Fp 

S € armsad) |]. 


- 2, 1 MP 
PEZ 19)-2 


再 由 边 长 为 2- "的 二 进 方 体 开 不 相安 ， 知 


| 过 Som, | E zx P (QI "|S gi Xo? ) | 
r - / 
- docs] ・ 
定理 2.4 证 毕 。 


$9.3 BMO 函数 的 分 解 


BMO 空间 在 上 “与 Bo Zia. ATLA a Mn Frits Besov 空间 ， 
它 也 有 类 似 于 上 两 节 的 “原子 ”分 解 . 作为 这 种 分 解 的 应 用 ， 可 
以 推广 $7.1 中 C.Fefferman-Stein 的 定理 1.5， 同 时 也 给 出 了 这 
mb it fo HE BH. 

$7.1 €. Fefferman-Stein 的 定理 1 Bike. JE BMO, 4H 
[X24 存在 Gysi °" s Un Cc L * 使 但 H: 


j= 90+ DRO), 


其 中 Rj 是 Riesz 变换 。 一 个 自然 的 同 题 定 ， 对 于 怎样 的 LUR 
WPK jr jen 它们 可 以 在 上 述 命 题 中 代替 Riesz 4838 (R,77 
Ap Rx e SET PUT. 这 个 问题 本 质 上 也 等 价 于 ， 对 于 怎 
样 的 VARA ERK je. EDA H', 即 使 得 
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H'z(fc€Lu K,(f)€ IM jz10,-,m)? 
本 节 要 证 明 的 下 面 的 定理 ， 回 答 了 这 个 问题 。 
5E JE 5. 1(Janson-Uchiyama) 没 0 C), 9 EC (Con 1)， 
其 中 s, :是 R? 的 单位 球面 。 令 


の co = (66) o. j21,2,,m. (3.1) 
著 対 任意 7 げに BMO, TFXE91, °° Gm EL”, 使 得 


f= > Kj (9,2, 
i-1 
His 


m 


> EE EESAC 0m) If Tes 
j=l 


由 对 于 任意 上 ES， 有 


9.(『) idi Gm CDD 
k = 2。 3.2 
ーー いこ … s.c) 8-27 

反之 ， 车 定义 算 子 族 Bop 満足 (3.2), 则 对 任意 fe 
BMO, f RERI, 存在 9 Jm EL”, 使 得 


f= > K;Op, 
je 
Jt B. 
CO, nm) > fg; m 
1= 1 


先 证 明定 理 的 第 二 部 分 ， 即 所 谓 的 BMO 函 数 分 解 ， 再 证 明定 
理 的 第 一 部 分 。 第 二 部 分 的 证 明 是 构造 性 的 。 我 们 把 它 分 成 车 语 
X. 
第 一 步 ” 主要 引 理 及 用 主要 引 理 来 证 明定 理 的 第 二 部 分 ， 
主要 引 理 3.1 REG.DO Ifl.«<l, H. BOR BRK HH, UM 
B R 3E X, 就 存在 git Gm EL’, 满足 
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(3.3) 


| - sep] ip 
(Sis cr) “=r, (3.4) 
j=l 
°, SUPP 9m ERE. (3.5) 
J45 — ND. 


supp g; 一 R, SUPP Go, 
引 理 的 証明 放 至 語 面 MEMITRAN 
定理 5,1 第 二 部 分 的 证 明 引 理 中 的 9; 为 9;。 根 据 K ; WOT 
MAER Pts] BR3.20. EZ HER] 
lim K, Cg, ー RIC) =0, 
limK ;(€9;)(x) =0, 7 =2,3,e0e,m 
具有 紧 支 集 ， 使 得 


因此 lim K; (9D CO f£ TE. BEE Ji E€ BMO, 
1 1 


| 1 1 
HER dibus 20^ 4 
中 
` -oaa i 1 1 1 
j=1 
(Xis (X) 2)? = R/4, 
)71 
m, XH 


> Ki (So) ) TET 


重复 这 个 推理 ， 便 得 /= SK (ジジ 
j-1 i=l 
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R R 
So} J< R+ Aa ーー om 

这 就 是 定理 3.1 第 二 部 分 所 要 求 的 。 

: 绿 引 理 的 证 明 ， 抽 分 成 下 面 的 几 步 . 

第 二 小 WEHR PKT Ku Km) 在 在 荣 种 意义 下 的 道 算 
d. 

引 理 3.2 设 6( ECCS LO dE xr. WER HAS 
KF KH BLO CD EC™CS%-1)， 满 足 


| 9。(Y)d の 。 = 0， 
Sni 


sup |Dz, Dr Qo D| Cas 


X€SQ4. | 
、 | ao | Ca 
以 及 
QoCx — 
n |x- yi 


(OC FIN = agf (x) + p. v. ) K(yydy 


HRTF ELR HEPC, Aiko. 
Æ BIREN ENH A ISt459 7501, BizA BOAT), 
mR) +o- 50-0, Rij Rea,=0, ReO。(*) = 0。 
51383,3 itivC€£0.:«.,, BICHI YER M, H= (i,e, Hm), 
pH = (Hy HEC”, 


Lb, ree flan 
rank ) = Dy (3.6) 
Wi 存在 K, atta Kin 与 k^, *5 Kin EC, 使 i 


m 


Th 
SUR = > uik, =], 


1 = 1 1 = ] 


j=ì 


m m 
Re > ， »,(k; Bk) Im 7», Ck; -k5) = 0, 
j-1 
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正明 4 


d PY 
227 lv vj 
B o. 
A= if 0 = (A1, Ag)» 
0 Z' | 
0 i 


其 中 力 ， H, bp" OSEE m AE f e. Ai 与 A» 726 x ?附和 矩阵 。 
我 们 证 明 rank A - 6. Sb in 由 (3.6) 知 


mas(rank( ) ) ank( _))= 2. 


r 
不 妨 设 raak( ，) = 2. MUAR rank Ac d. PEE E unte 
ü 


使 得 

(a の っ っ っ 09) A = (0,0, °*,0); 
则 a, =@,=4,=4,=0, Ash +a if’ =0, 而 a ip 是 线性 无 关 
Hy. dk 4a; = 4,=0. 这 就 证 明了 rank A — 6. 于 是 存在 X1» *»Xgm» 
x, ,**,X13m € R, (d 


008 0. 
| Xam | I | 
Efl 
n d o 


Ax 


k = x, +ixg, t m Tom-1 t %emp 


* t f M , 
ki = x1 + ix’, 0, Kn = Tam-1 + 1X sms 


Heri Pup | BL BER j te. 
引 理 3.4 BHG.) MFE 
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OE v), Om Y) C C^CSas.1 X X 2m-12» 
i 
0j (£58; (,»)=l, 
す = 1 


Re ふぁ 97( ち の +9(ー あ の め ) 


= In: S r; (0; (557) t 0,C 7 $0070, 
j=l 
(ayses a! 
sup(]D, | 8,0 ol: [£1 = ルル | = 1,0, a, COD» 
«CCCO, ,*** 50m) 
正明 (ERE, € Sn-1 X Zem- 由 (3.2) 与 引 理 3.3, MR 
存在 (の) YIAVJRUKS G2) Pars HERE 


OK CEP) = S10; C KEY) =1 
jid j=l 
以 及 

Re > p; (K; C 0 + KG) 


j=l 


Ti 
N x ど c — 
= Im ^ PCA GG » 一 天 fs 区) ) = 0. 
geri 


实际 上 ， 由 引 理 3.3 芍 证 明 可 知 ， 对 任意 固定 的 GG, 臣 ,存在 GY) 
的 一 个 邻 域 ， 使 得 EG 让 与 KI 90€ C . FE Sa-i X Seni 
WERE, AELK; E) KE の EC (Sn-1XZ2m-1)。 
R FHES 


1 
O; (č, r) = っ こと) (š QU) + KC 一 Evy], 


便 证 得 引 理 3.4。 
引 理 3 .5 设 f EL’, 则 存在 PCx) = (P CX) yer Dm CX)». jt id 


p(x) * y zz, 
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| (K*p) (x) = fCO, 
其 中 ， 
(K*p)(x) = XKP = DK; PC, 
jel gel 
WEBB 
A TRAN BLAN. 
pi (x) = CO; CI) Ref E) Cx) +109; CE ,iv) Imf EDC, 
7=1,2,e¢¢,m, 
对 8 の 店 用 引 理 3.2, 存在 
vec. p 与 Qe jc, ぁ ) に C (Sn-1), WE 


月 くう = DP if， „Re f(x) 


j= jel 


ep] SO Hee e ge f GD»dy 


emi wo. 
m 
・ > 
+1 P;06 Cou mf CD 
j=l 
c. 9Q (x - y) 
ND Ld GUNT US. fF 
+Pp.v の |x yl Imf(y»dy 


由 引 理 3.4 及 引 理 3.2 后 的 说 明 ， 有 


Re > Pj (., pj 一 Re sp, Qe c, y X) =0, 


1=1 i=1 
m m 
Re > AP 406 ,in = Re > j? Pj tg esin) = (M 
i=] l j=l 


ESAS. 4E Aus [RES o AS ee ae, 
5| 理 3.5 IHW, 3: C3.20 JE M] K= Kise, Km TEE ES 
X RHET. £uePOO-v-OMULUGSmuEUpiq ogm. 
PHF BMO 的 で 光 滑 原子 ” SRG DP” Di. 
2]385.6  WflaxC Af ARE, JEPCEIET IER, WW 
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f= Ages), Hip O 取 週 全 体 二 輝 方 体 , H 
Q 
supp 09° 30, 
| codx - 0, 
bolinn SET, 


| kelala s ies |, Sh 


其 中 
1bCx) —bCY)| 


loli = su P Iix-y] 


Sin, PEARR™ EIEC, Dirac W E, ] 。 lc 表示 Carleson 测度 
范 数 。 


IQ) 
2 


Q- CED.: x€ Q, <t<l(Q) | 


TCO) = て (Y。 の 』 xEQ, O<t<!(Q)}. 
用 Calderón 表示 定理 , 有 


20 dt 
f(x) =| Vek Ye RICO = > bolx), 


Q 
Mon 
d ydt 
Bo = [| EDD Ss 
ie RO LE KERR SARA. 而 
| dydit | 
[Dz 5,60] = I" D. iG - DW EDD T. 
<aQl(Q)"'; 
基 中 


Ae=oIO (f| eee roo) 


再 令 bo(x) = bo(x)/4e， 剩 下 只 要 验证 关于 Carleson 范 数 和 的 要 
求 即 可 。 yk, ERZEKE. W 
24 Mel 1Ol5 S. roy (FU) = >) lAl? IQ] 
QcJ 


-C S v; * f(y) | PE 


QcJ 


|. dudt 
-c [| ies too 177 


Tid} 


CH 用， 
最 后 一 个 不 等 式 由 37.1 中 定理 1.7 得 到 。 
实际 卡 ， 我 们 还 可 以 证 明 |5olLivs 志 (QQ)"?， 其 中 


Ilio = 2) [De fluos 


j=l 


引 理 3.7 ik! JEIE ET. Fog WE 


supp 25:2? Q, | pocoaz= 0, 


Ibo ioi SOILD, 
WS FEM ASI OUR >a>0, A 


NONE «can ( Shaali) e 


Qe: «c (< 
证 明 根 据 引 理 的 条件 , AB th 


ICJ) 


|| bobr Gods | cca! "Ul re. 
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iu 
SQ [n LEXbE5Íifk, (Cc) =27*10Q), 2QN sXe}, 
pij 


|. 


i 2 
> Agbo GO dx 
7 | 


«c 3 や IAsl Y last] oP ds 
k=0 Q JE, Q? R 
. od icy) 
«cM Maoh NX aslo rto, 
k=O ts Jo @,1@) 


NO > 1.72 
-kone 1? 2 i 

NE (や IA Qi) 

k= uH 


x ? 17/2 
xf SC や 11) oi | 
(し Jo. IQ 
一 2 
X( X 121) le 


J FQ) 


<a ea [2101 


vo Jos, 
て 


«kno? N jA lOl 


代 问 上 式 使 得 引 理 3.7 所 更 求 的 结果 。 证 毕 
引 理 3.8 PE bo) a 26) 満足 引 理 3.7 的 条件 , H 
| iae O18 se uos |, xL 
则 对 任意 a 二 0， 
f(x)= >) Abal) € BMO, 
Q: 1(Q)<a 
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B. 
WAPCSOPLAM 
证 明 対 任意 方 体 O, $ 
fio = ` Agbs 
I: ca, («272 1(Q 
2J2JnQsó 

[900 = f(x) CD), 

HERRE Ao <l, AHER x,v€O, d 
l falx) ~ fa | 

= Y AsLb, Cx) ~ b, QD] 


J: doas Qo-273 1(Q) 


<Ca2!", 
im Hr 5 [PRS .7LA A A 5 BRI SREP, 向 


I/12«c2t ` 14;1?1J1 «c2? ?"|olf. 


ge JCT uQ 
24 JNQ=+ġ 


MOX ve f EHE H 
| reo — fs xg) |'dxxcC2??^|Q], 


BRIE PES. 8 Pm SEEM £5 iE, 
引 理 3.9 it OQ JE c XtZj fS, POOECC OR DEB 


| _p(*)d ャ =0。 
[IpCx)| SSECO) AO + |x- xlt, 
[De pcx) [uon ACQ) *ix-xg[27'3, 
P= 1,2, e8,7, 
iteh xg 赴 O 的 中 心 , WELTER R IX /^; CO}fF-0, Bi EC'CR", 


満足 
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supp B,C2?Q, | 4 の dx=0: 


WB; ier C2 CQ)", 
使 得 


p(x) ーー > 2 IPB CO). 


联系 到 本 将 上 两 节 关 于 “光滑 原子 2 与 “光滑 分 子 ” 的 概 
兮 ， 引 理 3.9 实 际 上 给 出 了 “光滑 分 子 ” 的 原子 分 解 定 理 。 
证 明 ”经 平移 和 展 缩 变换 ， 可 以 放 Xo 0, (OQ) 22. Kt hc 
C°CR), WE 


7 t 
supp AC | Pi Ma(s;)er nti. 


L- 


j-1 
A 
hy) = ニュ エー > hQ/27), 
? = 1 
则 


p(x) -h, | xDpoO + > (2-31xl)pCx) 
j=l 


= [ias poco dD | 3: LIES 


x pands / | aclybDdy| 


+ IDE 
す =1 


kao iii], DREID 
R 


k= j 
x pC dy/ | hii ydy 
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HAIJE D| 。 や) hart jap 
7 k=j 


k=j+1 


x pc の dy/| ae) ypas} 


= Px) N EO 


j-! 


dh 


IhqQ73xbbro60lu «c2, 


JN |»DpGody-zc27. 
J 


合う = 2 の WC T oT SPER, 

特别 地 ， 如 果 对 于 VEZom-1， DOO = Cx), t, Dm (4) 
的 < 満足 引 理 3.9 的 条件 , Hecoevad0, WR MBH 
(8 お 3.o 除 了 満 足 引 理 3.9 的 生 珍 外 , xb 

太り (クニ 0。 2-0,1,2,, — 1 m, 

下 面 的 引 理 实 际 上 证 明了 卷 积 算 子 把 光滑 原子 映 成 光滑 分 子 
的 倍数 。 

引 理 3.10 HAC) € C^ GS. 08 I IX, bo 满足 引 理 3.6 的 
条 件 ， 则 


yid 


P(x) = (OC Bo EY o», 


| ,POO dx = 0, 
R 


PEOL SCEO /( (QD + Ix - xg |o" *!, 
[Dz ,pGO ECON QO  /4(Q) + | テー xolDD"*?. 


证 明 ”由 于 p(X) 可 以 写成 


PT (ydy 


P(X) -agbo(x) + p.v. an テー ニタ 
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= Pp (x) epo, 


db. prox eA bie seo, 当 * を BOM, 
| Dy) R (Eza) 
2 = | Be ON . ーー . 8 e ーー Q- b d | 
peo] | al pelt 7 [xa xg|™ Peery 


«CODIGO TIX- xg | Pt! 
CO /HO + Jx- xlr, 
Mxc€860Q Mf, 


al 4( メ ー y) 
2 | ーー 
[p* CO | s ュ ン zo |x- yl? 


I.) jx-Yixlon 


x [b(y) - bGO dy. C COD 
«COQD1/(09)* Ix- xgD?*!, 


xt D. POORER RTT, SIPSS.102XüE. 

引 理 3.11 Vv € Yim.i, bg 満足 引 理 3.6 的 条件 , 且 Li 。 
«C«IQOQ) 7? METE RROK CAS 00.) 9, 1«5rm, 満足 引 理 3.9 
iiem SW PEt, H. 


AK ( 31275" 8 = box), 


证 明 yt 3.5. 存在 px) 使 得 n(x) v =O CK ep) (x) = 
pe CO. TíHiS[BES.4553.10, SneCoq Ao [23.10 Zee. 利用 
引 理 3.9 便 知 引 理 3.11 的 结论 成 立 。 

PAF ARRE 

5183,12 Ví Ag MES [90 3.6 所 断言 的 序列 ， 它 对 应 于 某 个 
f, Ilas. dm. S 

MCX)= >) [iol 2*|x xol)”, 


Liqye27* 
—/ 2 M 
TORDI ) ea 00, 
す =0 
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则 
(1) n, OO xe, OO x C, 
Qi) "LCx)x:C(2F|x— y| - 10" ^ ! n,COD, 
(iii) e COS CQ Ix - y] +])"*t'e. cy), 


(iv) PE CX), CX) 642 as «C, 


Kho, ,表示 由 n 维 Lebesgue 测度 在 超 平面 = 4 所 导出 的 测度 ， 
证 明 由 


dudt X172 
laol =Clol 2 I, Ir* バ の ドー) 


<Clfilex<C;, 


"Q(X)—C > (1+2k|x-xgl) ^*^ cc, 


Puy 
LuQ)= 2 


BAG) RE. HF 
(02 -2*|y- xg" ECC + 28 [x— xo^ * (1 £25]x yD 


E UW DIES. AA GU dX or. ues BEQ VO EE MOWED IA ,有 
Ng X, QOO ?8 -kdxdt 
J|, à CO desg 


<c|| LE 


P 


x(1-2*|x- xol) 7 ?** !U 5, . , -kdxdt 


SC > {LLD xy xi]} 
Li LLU 


X 2 Agl iQ] 


Q:QcL 
«C|Ji; 


855 


其 中 最 后 一 个 不 等 式 用 到 了 引 理 3.6 的 结论 。 
对 /人 关 0， 由 上 面 的 佑 计 得 


{| Sn 252.2-kdxdt LCC +A TI, 
TO 
再 由 Schwarz 不等式 


一 1 
Jl Sg G0, 008 pea kdxdt< CL + DL 
ITI), ST 


| 3e eon, C064. ea 


le = 799 


ンー ゴ 
j-0 


TN 
«c (3) (1 + D?«Cc«oo, 

PAP 主要 引 理 3.1 的 算 骨 。 

主要 引 理 5.1 的 证 明 Oo Bik suppfcix;, [x|<1}, R> 


2Mn+2)， 此 中 M 是 后 面 决定 的 充分 大 的 常数 。 由 引 理 3.6， 
f (x) = SX hobo 
Q 


其 中 {4o} 与 {bo} 满 足 引 理 3.6 所 叙述 的 要 求 。 由 了 的 支 集 条 件 ,可 
以 假定 
4。=0, 当 3O(itr」 Ix] «1)72 2, 
以 及 
Sil POLSCE. 


REJA Hb gs Ir ELEC 7 lay Sc A ER Be He 


(9k CX e --M-1» {P(X bene 9 
(89,, CO); j20,1,*5,/(Q) x: 2M, 
宅 休 満足 下面 的 条件 
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supp Bg,;C 2/0, |; Pes (dx = 0, (3.7) 


lo. luii sO 75, 

E (3.8) 

(x e 2,2 "po, o) =bo(x); 
す = 0 


lo, CO | LCL Rey QO OO, (3.9) 


1 
supp Pp (x, |x| <20? max (2*7. ,1)}; (3.10) 
le, CO — ?4GD0 | CN TD R?25|x - yf, Mix-y|zx2^*, 


(3.11) 
G-m-1 CO 7 (G3,0, 7,005 (3.12) 
m . 1/2 
lol =( lg の の 1) =R, (3.13) 
jd 


其 中 
gx, CO = (GE CO, gk X023 


oa 


gk や ーー gg it = DD) Ae DAF? Bog GO — 9 CO 
Q:I(Qsz2^ e $7? 
(3.14). 
lg, CO — ga GD | «Ce, 002*I1x - yl, Mi x-y|«2**. 
(3.155 
dox se pa Be eo RoE: [i RT VATE HA S [B83. 169253. 事实 上 ， 
Ak2-—M, iH OG.145, 有 


gk CX) — Ü-M-1 (x) 


M k 
ODESA ) 
= 2. ho 27 FP PBa CD — 24 PhO 
k 1 = 0 h=-M 


go: 2M > lQ 27 
-june«l: 
DAL 24 4g が o。」 
j=0 Q: 2M >g(O)> 2 た 
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— 5 0-401) 2 Lebo; CX) 
M 


j=M+1 Q:2M 21(922^* 
k 
- 2, Pn) 
h=-M 
= ]-]f + Th. 


由 »14el*10]« CIR (Bo, itg f PETE E HR 3.7, 当 
Q 


kobh, 145 I fEL'CRIO HU Ok. FR Hay fly aatia Ke colit, 
MEL CR") BWC aE. 


由 ok- 0,1.—2R, f 
2R 
lor- onli |. 2a] (519. CO — 0,0 | >a} |da 
2R 
<| 2al{x:| Te- Ial>a/3}ldo 
2R 
+| 2al{x:] IB 7 Hal>a/3}lda 


+| 22] (s, LL, = IL, [2/3)]da 


<O}1,.-1,12+910,.- lul 
*6R| Me- Walid. zik, ho, 
因此 可 以 定义 
G(X) = g-y-1(X) + lim (gy GO - gk- OD), 
L *(g* 
Hg. PEE ARI 
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SubPP = CR .0, 000 | TE Is 
AREG.. GOLER, KA 


ol=( や is ;CX) | 2 =19.4-1()|=R, 
R NEUGSXHECQ.3). FACE 


Keg, = A**CCR.O, 9.0) + I «~ lg — Mg) 
-R* I&;—-K-* Hlk-K - il, 


x > AgK * Bo, ; - K* lp KM 


Q:2M . ok 


Lobala) — Ke I k7 Ke TEL 


-K .( NY 9 りー が 1 > habas) 


i M1 GQ: 2M e 1(Q) 


W AK EBMOCR™) £i E CL 2|$883.10, 也 可 参看 第 十 章 定 理 1.1)， 
Pr EA B 3 HE BAS Terra 4 ih: 


| X rebel on, (3.16) 
1 8@)> 2M 
| マ ND 27 jinto 2; 4。 が 。, -j | < CoM } (3. 17) 
j= T. i Q:2M 23 (9) 
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gamer RO, (3.18) 


T 


PX 
deck b, 如果 (3.16) 一 ⑬.18) 成立 , MUJEHOM EA X, UHR 
REZ kK, 便 可 得 到 (3.3) : 

IK «g—fl«x1/5. 
现 证 (3.16) 成 立 ， 由 
LL - cio ([[ lees reo EE) 
以 及 supp7 ご (ll <1}; |fi«<1, 容易 i Ell SCIO B. 
‘nj bg CO | SC, 故 


| や ago cc D2 «cit, 
Qo> 2 
Bf8 €C3.16) 


Hy 5 [883 6th DP Re Carleson ili] HERI) PE 5 7 | FES .8, 


| > g mo » Agfa. j 


j=1 


六 


-jij(n«l? "A. 
<> 27" | 2, habol, 
j=M+1 oy 


ec Y) Dim g<, 
j"M*! 


这 就 证 明了 (3.17) 。 
Co, 89 £3x& (3.9) 与 引 理 3.12 的 4Gv)， 対 件 意 取 定 的 方 体 


J, 有 
up 


«cC2Mn* RIJID | > ey (Qn, Cx) dx 


J kz-108 4 10) 


や 6,0) dx 
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=~ CQMin 12) Ro, 
Ap Rx,v€ J, ij 


V Pk- Pk | 
k<-108, (J) 


< CIM 21 po} Y 9k|x — y] 
を <-1OE 4161) 
«aM RO, 
这 就 证 明了 (3.18) 。 
现在 我 们 来 归纳 e K EI) (Pos) Onhe HEE 
g-m- CO =(R,0.°°,0). 優衣 9 た は - ュ ライ (の が に . UR 
(Bo. 2 ediQs2oKt1, 0.1.2.… 已 经 构造 出 来 并 满足 条 件 (3.7) 一 
(3.15). 
APY = Gy (XQ) bg, 1(Q)=2°*, 成 用 引 理 3.11, 63580 
og ュー WEG., 3.8). 特別 地 
Bo, CO ° v=0, (3.19) 
这 条 件 对 后 面 的 合计 起 到 了 关键 的 作用 。 
HEKS Ao CX) | XC; 


M 
EMEN S27 FD] Boy Cx) | 


iQ) 27 F j 70 
M 
“ot \ — 7 M 
«c Macr 3 gag. 
uu 1(Q)=27* 


distiz, Qa2 Tk 
苦 21 ksーxel<2 5, Bil 
M M 
> Qs DI Bo OO [C SN arie Dogs tom 
TI) j=l 
«CO-2*ix-xg]y f"! 


Ur M . 
S. Ael 922750716. Cx) | 


jiqQ-2^* j=0 
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«C S (1+ 2f ャ ー テ 1) -+1) 
lQ 27k 
= Chk), 
JE, 24) x-y|<2-* pf, 
Mo e| ST 25" 1B. の Bo. | 
i(Q)=27k f=0 ' 
al 
«C gm 5 lAolIx - y|2*71 
7 =0 (GO)= 2 を 


istz.Qa2l*j-k 
SC 2*|x — y |n, (x), 
O0<I<M H.E; Cx) 0, Hx E270, 如 果 |x — *。| <2 k+l Ri 


|Ik- G2 ~ Ik- (XQ) | Ce, , CE x Xol, 
dd xix ZARA 4) dix, (ley, 一 Xi | octet, Jill 
2M 


Gen ne) - gk-1€,)5| 
qU 


19x- (X) — Gey ( テ o) | 


«EN CS Gau 26 PIETELET 


e oOMiUns«r1) 7 
- の 9 Ek- 2E [x — xg], 


(3.19) A MOSM, Po QoX0, 有 
Sr- OX) Be, PA (x) 

R Bo CO | 」 

<COM n+l i Role, (x) 2*-1 |x — xg 


- LIke- CO ~ Uu. ig) Ife, ; (x) 
R | D ix) | 


SCQM +2? R'!sg,. TEJP 


现 松 造 gk (x) 530, Cx), 令 
UU M. . 
hx)= ~ ho 2,973 * Be (x), 
76(Q)=2 を j=0 
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K(x) = gy 10) +4@). 
BA, Bi EIU WE I 


M 
[eo] BD el 35277071 E 89,4 I 
j=0 


1cQ)=2-* 
<CI, CX), 
|h Go - hG» | «C25 x— y |n 6o. 
mle- yl <24, Meo. PPA MEM, AH 
K(x) — KG) | 2) 96-1 CO Ik- DIF ihCx) — h G2 | 
«C69 EE, (x) € x) 2^ x - v] 
Ce QD 2*|x - vl. 


Ha Hash pai: TE IX V NUT aea ; 
根据 我 们 的 符号 KC の | 103 IK; |?) ,并 注意 到 


j=1 
lg C] =R, 
有 
IIK] -R| = gr 1 * ^ CO T- RI 
| <IRE | xc, 09 «C, 
(IBI 
Lp, ー MTS R | に ピノ COR OX) + が (の | 


Abt 


$i EB 9,1 (XQ *hCO 90, THT 
| | K Cx) | -RI SCR! gk- CO — 9-19) | ih! + LP 
CRAG, OCXJ2M 2 ey (OD vr TEC) 
x CR Queer?! €, CX) T4 CO. 
^9, C0 = RKCO/IKCO |. RIID =R. AFIIK@I-RI 
<c, FUR Ro). MAERSK < 故 


p KŒ ` KQ), 
[gk Cx) — Ge QD | R TK] |K) | 
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ap KOKO key, 1 -d4 ui 
| KS EDT TE の Ti 
[K(x - KOM) [HKG] - LKGO | | 
SR IK Cx) | *RIKGDI | KCOKQD| 
K(x) — Ky) | 
aR IKD! 


LAIKO- KGO! <Ce, (x) 2* ]x - yl, 
RE- y LE. ixi Ujg. 满足 所 要 求 的 条 件 ， 
Apo) = KO) - 9,09. (3.14 lib 9A R or. rH F 0430 1 
{|x| <1} = g&WhAe-20, (3.19) 成 立 , 面 


K(x) 


| Pe CX) | = KC) RK GOT 一 | |K Cx) | - Ri 


LCP? Role, Cx)N, (OO, 
这 就 是 (3.9)。 最 后 验证 (3.11)。 如 果 1x 一 纪委 2 <， 则 
POND = |KO) | OCIA Ce) | - BK GO 一 K O2) 


FRKODR RU aL 
=I +l. 
[I]zCe,CO2*|x - y| KOLIKE - RI 
«Ce,GO)02*|x -v| IK GO] 
<Ce,(x)2*|2-—y|R", 
lO | <2] IKD] - {KC || 
<2| Ie CH) HACO] — 1gk-1GD * h CO | 
*£2|19g4-,G0 +h) | - lope GD + ^ GOL] 
= + TI”. 


注意 到 gk-1(《X) = gk-1(Y) = R’, 有 
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[< ご 21 19k- 100 t h(x) | “一 d gk- Cy) cr h(x) |? | 

Ip- CO HAC) | + [9-3 CY) 上 ん) | 
«o lg k- 100 一 gk- .1 (9) ) + 2(9k- 1 (X) 一 Jk- ify) ・ h(x) | 
DE | K(x) | 


«CR''|[hGo|2*5 ! Ix - y| CR !2*Ilx — yl. 
类 似 于 上 面 的 证 明 ， BNR B93) 一 Bo. ; GO 7x0, <j<M, MI 


- 9k-i (y) + hy) Boy) 一 Bass (y) 


| 19k- (の +hcy) | "| Bass CO — Bass (y) | 


<CQM "PD RTL, 
故 


D^ ,| 9x- 1QD HRO]? - |Ik- Cy) thy) |? 


[gx i Cy) + AGO | + |9。- 1 (の) +#( の | 


« o| LD DD gn- ュ i( め | 」 I^ 6o ー Hol) 
IKO) | IK QD | 
«cpi R12 | x yl. 
这 就 证 明了 (3.11) 
至 此 ， 我 们 完成 了 定理 3.1 的 第 二 部 分 的 证 明 。 
定理 3 .1 第 一 部 分 的 证 明 我 们 要 证 明 的 是 ， 若 


H'(R”) = {fE LRM: ` ik Sh<oof, 
jn 


则 C3.2) 成 立 ， 其 中 Kjf 0,5". 
用 反 证 法 。 如 果 (3.2) 不 成 立 ， 不 妨 设 
0,01,0,*,0) =0;(-1,0,°,0) =A; 
Xpl1szjmznbxar. HAH RR EE, 如果 2 と BMO, WEE 9 と 
LY, 使 得 計 所有 万 5).。= ィ イ げ と 万 fA ARBRE}, 


ーー さっ 
| gfas = M nil ites 


HaBpf-0,f. XX HH T STE: 1K Am T H' CR), 
Ii h(x) €BMOGO, {A kp &L OD. A> gO,, t, Xn) = 
az)。 我 们 可 以 假设 9 Kees, BR, See 与 下 面 的 


测度 作 卷 积 
is vr) ert 


Heep peg, | y dx= LARREA R. BIS M 设 0, CO 
= h, (x4) 3 h, に L CR) * 
EP: LIRL ROAT: 
Pf (xj) =| ned 00x» e XS) do dx, 


^ . A A 
显然 Pf (2) = f(t,0,*,0), f; =6;f; 


へ 
Pf; G) = 0; (£,0, *,00 7 (6,0, 50), 
因此 


^. へ 
PIO = A, PID. 
Ac EU € Hio (OUO, A 


[ipfas の ws M ost, dx= | や ん も p7 dni. 
R R R R 
由 于 Pf 可 以 是 有 ,oCR) 中 任意 函数 ， 于 是 

h=C+ PAM j? 


lik. 
$9.4 ”注释 与 进一步 的 结果 
注释 
Besov 空 间 是 在 研究 Sobolev 空 间 在 低 维 流 形 上 的 限制 问题 姑 
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e 
1 


Uva. St uh {i Ji} Poisson PIY fi Bl Besov Zz [B EIU TRIB. 系统 地 
à ・ T am MN . * r > > 5 . pP 
ry Listle wood-PaleyZyr fae die JEL Bosov tn: Ma] SEE HS EE j Feetre. 上 1}. 
Triebel—Lizorkin As [H]lHJ A VERG nf Z (vj H _ Triebel md Tr. 本 
Do だ -Bosov 7tlH]. Triebel-Lizorkin s RETE 46 原 了 2”“ 分 “f- 分解 
mz; TM. Frazier 55 B, Jawerth FJ1—3 ;, 4E H2. 1 是 C.Eeffer 一 
man-Stein ]-197 LE iE BMC F1. 
a "ap^ MES zx ー GLA ^ — Mn * EE. Ni -i- L 
Ap Xu B3. UR, Wap Bs = $E uE— BWA AS. 


进一步 的 结果 
1. 4b 9772: Besov2s H ay an FEX. 设 ? 满 足 (1.1) 一 -(1.5)， 
HOES, HLIEI<DAOONO, MESSO >C 


0. HER, ILP, KISS, zE M OL 


| = l SD. ora 417 
lame = ox* fet 2, C2 Ie. x flp) , 


(pa 0 
以 及 
Bg3-(flesv',. lflsg sco. 
Besov 学 问 交 次 与 非 齐 次 的 将 义 是 对 展 缩 变换 而 言 的 ， 齐 次 
Besov 空间 对 展 缩 变换 六 xD 7o 77 A » ) 保 持 拟 范 数 不 变 。 
Besov "x]b irr & BE BT (sued. (iC Bos AE 些 参数 给 出 其 
中 的 一 部 分 。 下 述 的 每 一 条 都 是 B65 的 等 价 询 曾 ， 


| A dh ot" 
TIMES | 。 «too, 


HPAI ERINE, KL 
Gi) FEW, D'jeBy "!"* HxE|g|«ta], 0«a«oo, 
Jib T. 表示 Sobolev 空 间 。 
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Gii) fEL?, 使 得 
/| 9u 
jus 


其 中 0<a<1，14 是 1 的 Poisson 积 分 。 
Gv) 8 可 看 作 位 势 空 间 的 内 播 空 间 。 对 jE .9 OU", x 


一 / J < ご co。 


X . 
J'fiiy-D-«l2]»5*7? FQ), 
Pp={flEer’, Pfe€Lh), 
lies = T° fps 
则 有 


Bp’? = (Pe, Pie 
其 中 a= (1 一 so+ 6815 0 ご 9 ご 1。 
参 阿 LP1], LSt4]. 

2. AS BEAT PA Hy SRR ET AE) BE Fy Besov 空间 与 
Triebel-Lizorkin 73 |h]. fil n, di — oo«a«co, sp-: こ 2 っ 0 ご 9 
«oo, EBP, WI A POD f 

f=) Sub. S MN Seas, 


P 
kez" ”= 0 iQzT” 


其 中 ao 是 : (p, a) 版 T. b i AL supp b,C-3Q, th, l2? b, Cx) | c1 24 
Ox[Y|xzK. xb—2b 


1/P Dx ー q/P -1/9 
(X isa”) DA GS sel? ) | CHS ag? ss 
ke z^ (*70 iQzT? 
E e p 


f- Esser 2j SQMaQy 


"79 IQT” 
其 中 me 基 (p, の の 分子 i, 满足 
368. 


fav, Colt |x-xQlI ME Ox a|zK, 
其 中 MM 是 一 个 充分 大 的 常数 ， 则 fE Bp. H. 
A 1/P M q/P 71/4 

leso( & ts? ) ro D( X sel?) | 

参看 下] 1 一 3]。 

3. 最近 , (DIRE. Si k/k WE] T Besov 2 H 53 Triebel- 
Lizorkin 23 fi] ay DL AES FAH OK a IE 

RSh E s- 算 子 族 ,0<s 委 1， 如 BS, BSD M 


Hu 
! | PES 
Q) IS.G ID Ime ey] 
(11) 

IS y SE OF [SOW 7 Sr, yD] 
< ーー 
<a) mee a ty yl re? 

Miy-y'ls tt Ix 9 DM. 


结论 是 : o. ME e- ATR. Q,CXG» 2 Q1CD = 0, H. 
[10,3 1,18 Lest PRE, Wo ceca Space, 有 


r oo dtii/% 
Lum op | 
By ‘J 0 f 
以 及 


p 


Kf TI - KI | に ?O,(7) | Sy 


参见 [DeH1 |。 
4， 波 分 解 Cdecomposition of wavelets) ”本章 讲述 的 BMO、 


bat. PS 9 的“ 原子” 分解， 实质 上 都 是 在 Banach 空间 (或 拟 
MED 接 Schauder 基 的 一 种 展开 。 在 这 里 ， 基 困 数 ao 相互 
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Hir Ea PE, b Fripe AS ek, WEES, X.Mever, P.G. 
Lemarié SIET, 存在 小波 岡 数 Cwaveletsy ee, m, 它们 具有 
一 定 的 光 消 性 , Eo FEIE, Ru eR AEG 
ウー i24 1(2- Ix k), 
[l=],2,™,m, 7€2, kez 


构成 L'CR") EREA, JRA Le L.H! BMO, Ey 
る? FEE IE, UIE, FRUI wavelets PEUT, MO 
组 成 的 序列 ， 按 一 定 的 范 数 装备 后 ， 构 成 与 畏 数 空 妆 司 构 的 序列 
空间 。 参 见 [M 4],[M 6],[CM 6],「DeP]。 

0. 定理 3.1 第 二 部 分 中 /具有 紧 支 信 的 条 件 是 可 以 去 控 的 
《参见 LU 42), 

6. 定理 3.1 的 一 个 推论 是 ， 荐 5C3.2) 成 立 


mk( 9.( ぐ ) Om (S$) )-2 
OC Ë) oo Om EE) ーー 


uw 
Yd 
p=; 


Cli, ュー や IE Dhl 


了 = 1 


大 中 (の =(96, わ の"。 参 岡 [U 2]。 
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第 十 全 ”Calder6n-Zygmund 算 子 与 原子 分 解 


A xEJUPZEXPSERL TE duc? 空间 上 的 作用 以 及 原子 分 解 
FEES Hn (ape Hr P Se at Se BAD S PB. 

从 五 十 年 代 初 Calderón-Zygmuud 的 WISE LYELL, SER 
积分 算 子 已 经 经 历 了 过 代 了 了。 第 一 代 的 奇异 积分 算 子 主要 二 用 二 
值 定义 的 在 积 算 子 


TU) (x) = lia | QTY feyydy, 


zy [x yi" 
其 中 aO 次 齐 次 函数 ， 在 R” 的 单位 球面 Sn- 有 稍 强 一 些 
的 连续 性 ， aj, Q(xydo (x) =0, Calderón-Zygmund fij %4 HPE 


EAE TEMA P DüL jL'O«p«z <) 的 有 界 性 。 化 们 的 方法 是 , 第 一 
Jp EMAA Fourier 变换 以 及 了 lancherel 定理 , 得 到 7 HIL Æ 
APE, oY Ab k Calderon—Zygmund 4) fz, WE") T 5951,15 
型 的 ， 然 后 用 Mareinkieviez Ay dli gg PLR Al TEL <p. Di Fr 
的 ， p>2 fig tis Je wur EA AE S TERES. ue je (Jule 1 Sup TE 
TAUR. XXE HUN EL AE Diu SUhIESREDH E 
FARBER PE MRED JR. 
BRADAT DS DIVERS, “ERI T 


7 の で) slim] KG DLAs, 


六 中 天 GD = LC, y), LO WEA M RE D aT 
TE 变 系 数 信 会 分 TJ Bu ga 
AZ Se BU) 算 子 的 第 三代 井 始 干 対 Calderón-Zygmund $$ 子 的 
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WH. ETARE ERE, ACE DHE St HH BIA SE TR 
EX, WET BR ARADO RFE CO DT f6 íi 
DR. dcs CR BOR DBR MI ia OG) 2; Fe DA Be Bee EE 
Pr nN BOR MS. FEMS A EL, WOR A ALA 
4s BUA RF ity Bae 

ae ay op ey Calderón-Zygmund $$ 子 在 Hardy 空间 的 作 
用 .第 二 下 介绍 关于 Calderón-Zygmund 算 子 L' A Fr tEAM JS 
Jj —— TA) 定理 。 第 三 应 用 原子 分 解 技巧 ,研究 Calderón- 
Zygmund AFER ES MA AE. 


§ 10.1 Calderón-Zygmund BF 
在 H' 空间 上 的 有 界 性 
我 们 要 考 虐 的 是 很 一 般 的 算 子 ， 它 由 核 K(X, 四 定义。 例如 ， 
着 ?=1 的 情 形 。 RKO) BA EMA: KES 
Cl テー 2 Kay) «Cx -yl ENT X Kx, = -K(y,x), 
这 时 ,我 们 仍 不 能 几 主 值 来 定 又 算 子 ,因为 即使 对 光 请 的 六 He 


Pad 


时 ，| KO Gody 也 可 能 没有 极限 。 例 如 ,到 


K(x, y) = Nette gk (gk (x — y»), 
= 0 


k 
HHOO) EC ear PAS, supp 9 ご -— -5 Uf i ERE 


| sin t //(15»dt =], 
取 SAD ECZ, f TEE -10,101 kta T 1, W 


KG, fN dY 


|r-Mis»e 


- Nez: geg ak (x - の)7( の dy 


=æ 5 eut taf e! OC(u) du 


显然 ， 当 s 一 0 时 ， 最 后 这 个 和 是 处 处 发散 的 。 

这 例子 表明 ， 我 们 只 能 用 广义 函数 意义 的 收敛 代 夫 几乎 处 处 
EX BS We Bk 

LZ = PCR") Jj Schwartz 试验 国 数 空间 , 它 由 全 体 紧 支 集 的 
ER te ny PRR AR. 2 "是 它 的 对 偶 空 间 ， 即 广义 函数 至 问 , 设 
T: 9D! 是 连续 线性 算 子 。 则 由 Schwartz 核 定理 , 存在 分 布 
KE 多 ‘(Rx R") ,使 得 

KTP, Y> = <K, QY, 

X HUBS v.e c2 成 并 。 我 们 考 虚 的 荆 是 村 异 积分 ， 即 它 的 核 在 
x-y 具有 奇人 性 。 我 们 用 下 面 的 Calderón-Zygmund 核 描 述 它 。 

定 叉 1.1 我 们 称 KE Z'OR? x 民 ") 为 标准 核 ， 如 采 它 在 2 = 
R” x R°\{x = 9} REWER, AE Oi 


LA CX. の し に CI エー ター の ab 

Mly- y< | メー yit, 6 
iIXG,)D-KG,y20|]xCc|s-'|"Ix—-v]7"7*, (1.2) 

当 1x 一 x (<5 ix - t 


IKC, KE DD | zC|x-x'|*Ix- yl", (1.3) 
其 中 60< 7? 委 1， 这 时 记 KESKO). 
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“ET Wor RK ESKOOR, SUR’, yc D,supp 9? "jsuppy 
= WA 


T9» = {| K Gc ID 9 OD V Go dydx, 


n "n 


R= 3B 


这 等 价 于 说 
TO =| Kc Ge dy 


à ce supp ?9 成立。 于 是 我 们 有 

定义 1.2 投信 子 ア グー ググ 线性 连续 。 我 们 称 丁 为 Calder6n- 
Zygmuad ÆT, 如果 

D TWF PR 上 的 有 界 算 子 ; 

GD 存在 K(x,9) € SKOD , 使 得 対 LRD 中 任意 县 有 紧 支 
集 的 了 ,有 


7 の =| KG dy 


对 几乎 所 有 的 x Cupp /0* 成立， 这 时 记 TTE CZOOD , 或 简 记 为 
TECZO, 

注 登 ， 有 时 了 只 其 有 性 质 (i ,而 不 一 定 有 性 质 COO, hid T€ 
CZK (iNT € CZK. 

(LER, 26 BLK) fs Ba ay Se ALS) FEF (1.3 Hø 15, 25 0 46 
Zn- E Lipschitz 条件 時 , FL Calderón-Zygmund 算 子 。 男 外 还 
4. WO TSI aT AEC ZO. 

例 1 (yi Cparaproduct), IXe, Y, PEC AA fen ERE, 


| AOD0dx = 1, | の dr | ,V CO dx =0, 
R R R 


ie, Cos d) 


P,WO=8,*f, CC =f, QD = の , f. 


o2 
~] 
m 


则 仿 积 定义 为 
* dt | 
7 の = = | GoPro dA 


当 bE BMO IKE, f; BE Calderón-Zygmund B+, 
HX. 由子 と, 知 


eo abc L 1 m Ct 
LIAC 3D xy TEE yr otl gje yl? 
| と | 


TT” 


xo, 与 P, 有 类 位 的 估计 。 设 m, (b) A b 在 以 x Api DA t Ais 
兵 的 方 体 上 的 平均 , 用 $7.1 中 定理 1.3, 知 


| sts (x — yp body | = J rien Cy) — m,(0)) dy 


| 


mj an gurl u ix yj scc dy Chl, 


<| tba —m, (6) | 


BO, JSC iol xk Hb]. de zs ^ f BMO HE 78. 同 理 有 
(Vr (の GO f. sz Ct IP. dg CQ OO PLCDOBS EEDOK Cx), 
Hii 


0:0, PO CO =| Ju. の の 9 


TUE 2A A 


[Ke (x,y) [= on NC Ü =) f (or の (z)dz 


«Cil... - 95, 
Herp d (o 満足 
っ ーー 0 . 
(0G) [Xp |x|**?* 
iX FÉ IL V 的 核 KO WBE 
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， P - dt ` ps n f. dt 
Kei = | Kp Oy CM | bei 
0 L Jo £ 


dt 


(c VI MEE 
«clhl« (|， NO Fr 


e Cl. 
Sie ly] ° 
a 


同 理由 vzQ: 00) (SCO b eR TREE VK oy | iC 
e P,a- y), Mina | vA ESU ME, -y| " Vy Hi] A il AE. 


(0.2) 与 (1.3) ,这 时 7=1。 即 证 得 了 TSCZ。 
AXE BH IS AE LIP ATH, Le g€ L'.lgisl. Int} 


"a " 
KDD = S| 0 Qi 0 P DY 60900 dx 


= (| ok (x) P,CÉ) 009160 CO Tod 


<(|| n. ,LPLOD CO) ?|Q, (b) (x) 1-384 dxd! )^ 


— o dx dt 1/2 
«(ff a. GE i? 7) . 
用 Plancherel 定理 ， 得 到 
d "[ ig ー d 


- 。 dt, uu 
N LIONE FPES 
0 


而 由 bEBMO 知 |O, の 1 9*. 是 gr^? 的 Carleson Bil JE. 再 由 


Carleson 不 等 式 〈 见 87.1 定 理 1.6) 知 
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| | d 
|] P0 00110, 05 GO | Ne 


< c| ， FP* CD ED |? dxzc|fli. 


xk wk HEBR T I, 是 上 有 界 的 ， 从 而 证 明了 Tp»ECZO. 

下 面 的 三 个 例子 , 者 是 CZ0。 它 们 的 核 满 足 大 小 条 件 (1.1) 与 
光 语 性 条 件 (1.2)、(1.3) 都 比较 容易 验证 ， 它 们 的 L 有 界 性 ,证 
PH fils 比较 复杂 ， 我 们 在 此 省 略 了。 我 们 将 在 S 10. 4] ZH CIAR 
引 。 在 下 一 节 ， 我 们 将 在 特殊 的 情形 ， 给 出 它们 L? 有 界 性 的 证 
HR. 

例 2 Calderon 的 m 附 交換 子 


AGO - AW ) FY) ay. (1.5) 


Cr =| ( x-y x-y 


m=0 bF, iX Hilbert 変換 。 m=] 時, ZCM, AAPA BAC) 作 
乘法 的 算 子 ， 则 CCPD = - [MA， HIFR Hi Hilbert 变换 ， 
L7172j=TITs 一 TT 表示 TT 与 Ta 的 交換 子 。 Mm se jS X, 
A EL FCm AECZO. 

例 3  LipschitzifzE z= x +i £x) (0^ € L"7CORO)D Ef Cauchy 
分 算 子 


ch =+ ババ め 


d | 
«(x- y) +i@(x) —9 (p) 9 d. 6) 


eve: Calderón-Zygmund 算 子 。 
例 4 [x BRE CxO) € RT DSA) }, AVAC EL (RIF, 
是 典型 的 Lipschitz Dow, CAR LERNER T- 


AC) - ACY) 7 (テー VACO _ftydy 


TAG@= 1 | 
Ug Jn" (x- y|* + CAGO A 


zRCZO. (1.7) 
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为 了 研究 CZO 在 1? 空间 的 表现 ,我们 带 要 定义 它 在 非 紧 文集 
PRSE Ef f Hd. 
WT. ター イタ ERRE, 周 可 以 如 下 定 叉 基 «dien 算 子 
T*, の っ の 
<T*0, p> =<TY, 9» 


SAA WEZ., RU ve D,x&suppy, Maple 
(x) =Í „KU ends, 
于 是 当 supp tõ supp y= ORT, A 


«rto,» | „9O G)dx, 
从 而 
0G =T* QD) Cx) -| KG DNA 
対 一 切 x & supp 9 成立 。 
_ 現 取 y,€ supp y, Utd Ae XR Hie. NUT |r- yo] 2d, 


而 yE suppP 交 时， 如 果 TE CZK, 那 末 
KY, D KC XD | Cly- vol* Ix— vol ^" *, 


如 果 进 一 步 还 有 | aoo dx = 0, 
Ir*60 6515 | xor Ko MC の dy 


«c iy- vol? Ix nl" loan dy 


< Ca" fyli lx- yj 
了 是 
[T*G) C(x) | &C[x - »,|^*7*, (1.8) 
其 中 C RRM v ST. 
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AX RE. MP IR CU FFP, REITEN Tf 作为 2. 


^ 


(WE 9. | 9 Codx =O} MAF AMEE HR EXC E ERIS Mo, 


4& [Xt X,,E'Bxy€ GH Xo) -1:24| y - vol x; 2d, HE Rb vo, d 
如 上 所 述 。 由 .8) 看 出 ， 


ME LCD T* yo dx 
rey. x7 = | AOL CY TY CO ds, 


再 注意 到 fXoE 多 ,<T(fX0) WARS. XH, 便 有 

定 叉 1.3 Wt /€C^ Hf E, TECZK, Wis ££ EEZ, 
任 取 yo € suppé, d Jj suppy WHE, FER Xo 与 xi, EH x, «x 
-1, H X€ Z2, XC 2 124|]y -y| x:2d,0x xo 1, I E X 

LTF p> =T SX), > + T* P, fx. 

为 说 明 上 述 定义 有 意义， 我 们 应 证 明 <7 Ap> 与 Vo- Xos XS 
RER., RKE, EH Xo,X:,x9,x1 具有 上 述 PEM, 则 由 1=x%o 
+X, = Xo +X, A 

(Xo Xa) = fi X). 
显然 它 属于 多 ， 且 在 sappy FO. HA XI.289 D, 知 
«TG Os ~ X92) Y> 


= OG DIDO - XS G00V GO d ydx 


=<T Of X 一 312) Y>, 
Hil 
LT CFD, p> + Ty Lfx1» 
= くす (プア %6) V» エナ くす まめ fX 
LRE, Tf ,u» 5 vo, Xo, X. 的 选取 无 关 ， 
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作为 - 衝 特殊 情 形 , S4 TECZK hb, TOD,T*OD ABC, 经 有 
€T. 上面 的 推理 表明 , TECO, T (E L" ACX. 

定理 1.] ie TECZOCD, lil 

Oo) TÆ H?” 3d LP MARAT. 共 中 一 ここ pI. 

(2) Æ T*COLD 20, WT ik HP dI H^ ff) d RH, HR 
11 


" ーー 
P epa 
^j E Uu. 
? 


n 十 
BE ae, MT Ley WAEHSO.80 n. MPS Dy 
M. fa TOGO Jdr 这 时 CT - | Too Gods, JA 
E R 


此 T*é(12520 4b FF, 4YE Z, 時 , | TO 60d: « 0. 
R 


正明 (D KEE, OM AERA (P.2,0) fra, AIT lp 
aC, 其 中 C 与 4a 无关。 
不 妨 秋 eg 的 支 集 基 以 原 点 入 中 心 的 方 体 O。 xc fet 


| (Pen | Pax =| +J coi ei. 
R る な tQ) 
XAFI, MH Holder WEAR T HO, DYH, A 


P/2 
Isclo? (Ir war) 


«cQ? Jap? 
«c|oj iom JO この 


对 于 下 ， 我 们 需要 得 到 x& (40) 时 的 点 估计 。 利 用 aCO OT A Bi 
条 件 ， 并 注意 到 当 x& CUS, YEOM, Ix- 中 テテ |*|, 便 得 
jf(ax(x)| = | ん Cy, の の dg | 
RE^ 
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- | [Kaw - K(x,0) Ja Gn dy 


«c| le の 99 


了 
<c LO] jacy) fay 
ix | Q 


1 


MIL 
Se per? 
m 
We 
mol 。 pen dys<C 。 


(2) 只 需 证 明 ， IET ODORS: , Tea) Æ @.2,0.8) Y 
T. 共 中 ニー 1e “多 且 其 分 子 范 5a — SUB BN. ARS E, T (a) 


的 消失 年 条件 可 由 ra) = 0 排出 。 下 面 验证 其 大 小 条 ff. 注意 
此 时 


a=]—-- +E, p=1- 48>) +e 


不 妨 秋 2 的 支 集 赴 以 原 点 2 中 心 的 方 体 O, E 


[T ca) Pon’ pa ae | Qi 42 - VP. 


Hix] "Tay Oo | | |T (a) (x) |? | x | ?^* dz 


d «| ce= +H, 
4Q 4 ひ ) 


Ve 
ar 
dr 
^. 


_2 
IxCIOI?* IT co) |3:c] Q]?* Ql ? 


24 22-5 


= CIOI 
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对 于 下 ， 应 用 (1 中 得 到 的 点 估计 ， 有 
+2-5 


u<c| LOI nme 


(4Q5€ 


2¥ 


2% 2-2 22-2 
<=C|Q| 1Q | 


=C101 "2?, 
因此 
I7e) j^ [f e PTa C- 5[1797* 
(4-4 a (1**79) (0 7$) 
<clol Pg, PS 


= C. 

注意 到 TCCZOCOD, M T*€ CZOOD, dix T* E H' AL)’ FH 
JA). Miu T iL" 到 BMO 有 界 的 。 于 是 有 

1301.1 若 了 7 と CZO, MT a L Hj BMO WAM. 

TH $8.1 A? SORTA ae, 便 得 推 疹 1.2。 

推 珍 1.2 若 7ECZO, WTR L BL” BAM, L<p<o, 

BYE aT AS WHEEL a, REREH T EAS LUCR. 
Wee RB de LP LP Cl <p<oo), H!—L!, L*--BMO fq * 的 。 
Fey hb, “MOCBMOM. GBM, EXER RAH. NILUS 出 、 
Ty BURR 7,0) =o,7%0) =0。 

为 了 研究 Calderón-Zygmund 算 子 在 其 它 H? AM AP, 
ESI BUB PR ITI OE TTE EAR i8 WR IH SABATO. Dub TS! 
和 下面 的 定义 ， 

定义 1.4 我们 称 算 子 T， D-D 属于 CZKCV, V), HPN 
REAR f SEC L0 Yl. MRT AR KODE Q = R” x RN {x= y} 
LL AEN (pi 2 BY ER, W Sla] CNBT, 

LaK cx, yj + [agkcx,y) | <Olx—y{ "7! 5, 
(1.9) 
Mjal=N, ix-y|—-2|y—- y | 时 ， 
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132K (x,y) ー 9j (x, y^) | xC|y- y | , |x — y] ーー だ ーー テー 


(1.10) 
当 lel =N, |x- vl 2 ドー* lit, 
aSK (x,y) — aK Ox’ yl) CI ャ マー テツ | ェ ー タ | "7 N77, 
(1.11) 
其 中 81,32 分 別表 示 対 * 与 ヶ 求 偽 号 数 。 Jp 1L. XR 


on 


7 の で 2| DI DY 


对 XE (surp 成立 。 
KeTCCZK(N,Y), Bitte MEE SUS LIER. id 


gu- WED, |xewoode=0, 当 0= jaN], 


対 任意 € Fy, 取 mEsuppy, d A suppe Wis. MEH 意 満 足 
x= y| 2d HX. FT 


TP Gp) CX) = | Kors woody 


- | UE Gs = Pv WWD dY, 


Ap PCy OA ACH OEA y ARR TE vo ASN BY Taylor 多 项 
式 。 EEB y- yo) ミミ d= ご xー ual /2. Xn 


タール o 
rR” | マー Vo | ly rh 


IT* (x) | <C| 4G) (dy 


— TW) 


Sey) 


如 前 定义 xo 45 xi, Mjh LE aris in| tx, (GO T*y Go)dx £i 3$ 
X, uum 
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T*y,xtXi- | x Z3 G0 T* Wp) GO ds, 


Hj LXE Z, «DO? X,UUEH ARX. FERNY PHBE. 
定义 1.5 设 g 是 一 次 数 不 超 过 入 的 多 项 式 , TE CZK CN 7)， 

对 任意 YES Dy, WL yoE suppy， 4 Jg sappy mH H fe. Box, + kX 

=1, RIP MCP, Hm =1l4ig- wi 24,0251. KA 


Tg poa<l (9X), W> -«i^y,gzi». 


JRF EMAL. Sa, aE A Yo, Xo, Xi 的 xc 取 元 
共 。 特 別 地 , STE CZKCN OI, TO DARN, 其 rosa 
SN, AETI CO dye age 

定理 1.2 Z TECZK(N,; の CZO., W 


CD TAA? SL 的 有 界 算 To E rho <p; 
(2) 3$ T*(x*)202?50«]|a| -—N, MT AE HP 334 HP 的 AR 


. + 1 o n O An 
ATF, プ ャ 中 n LN 4 Y ZDz.l. 
EBA (1) AR SR rae AE A5 VE, JUTE AA, . » 任意 的 (の, 2, 
Nia, AlTaip C. pC wee KKM WR. 不 妨 设 a 


Hy xc 6 EU AUD PRO. E Bi tii EE, 


P 
| [POG trareclol TaN 


1-2 
ssC1O| "f[alzs;C. 
TRIE GQ) EU BI. exe 4, Sil 


o 


T (a) (x) = | A(x YA Ydy 
Q 


=| dons - P(x, aly dy, 
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Hep Pie Wik Kx, WEA y BERGE v = 088g N — 1 Taylor 多 
项 式 。 因 此 
T (a) (x) = LE 3 O^ m 2) -y^a(y)dy 


Qc. CE 


=Í 5 M -CE C0 )yacydy, 
Q QU QU 


Hop E thy 与 0 联 线 上 的 某 一 点 。 这 里 我 们 用 到 aGO iN BHIBA 


IT (a) GO]: «e| 4 s mw) d 


+ 和 + 了 了 
NN} 

Q]? 
<C: " N+y + 


" 
a 


| eld Ca) €x) | Pdx 
| JQ) 


LL 
T" 


< c| 。 -dx 
4a) Qi sacas 
<C 3 


WORE EBA T 1T Ca» | p C. 
(2) dEILASEHEB], ER O.9, DAR PF, TODE(O,2,N, 
5) 分 子 , KG 其 中 < 驻足 


Meese -1， 它 的 存在 性 是 由 于 已 知 p 


n p na ペー エッ Ly 
不 妨 设 4 的 支 集 是 以 原点 为 中 心 的 方 体 Q。 由 ae IE Tt OG) 
=0, 4O0s:|@|<N, i Ta 満足 分 子 的 消失 知 条 件 。 POR Lite 
Wik Ta 满足 分 子 的 人 小 条 件 . 注意 紫 時 4 ニュ ー +E, 
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b= l5, Ae] FREHLEY BF 
IT Ca) fy C falls; C | Q] 172 1/2, 


Hisl? Cay Go 128 |, Ll?" LT Ca) Go [d 


(4Q) (4Q) 


I < で 1O| 2426 -2/p 。 
WEA, MB Em OT SERIE. A 


其 中 


| ILS 
Qi" p m . 
ET MEL 2n dr 


«cig|n , 


中 (CD 有 CQ 


IP Cay 12/* l| x] "^P Ca) Go [3 <C, 


“ESL. QUES. 


$10.2 TD © 理 


ZEX, Calderón-Zygmund AFIR T ERKE E 一 定 
的 大 小 条件 人 区 消 箕 件 之 外 , xD ORE a L 有 界 的 。 前 面 的 推 
理 表 明 ， 要 研究 这 种 算 子 在 其 它 空间 的 有 界 性 ，1” 有 界 性 是 十 
ay ASE. PRE A], SAP oR EAA TL, 起 否 存在 一 人 
fy AiR LA MER RE? 要 知道 ， 大 多 By Calderón-Zygmund 
算 子 不 是 苍 积 型 的 ， 因 此 ，Plancherel 定理 不 能 直接 应 用 , iE 
寺 找 男 外 的 途径 。1983 年 ,G.David #5 J.-L. Journé 首次 给 出 了 
这 伴 的 维 则 ， 这 束 是 著名 的 了 (4) 定理。 本 节 将 叙述 这 个 定理 ， 
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并 给 出 一 个 与 原 - FALE AB lord cag uS]. 
FAERIE BE a RPE 
定义 2.1 KT: ウー RES. BAAD AAEM, 
An RATERS P, VED, 9,0 X^IEI ELIGATUR IE t, A 
<P Pp] Ct (ol, + ell veld vl. tel vv, 
Hee Bec BOPE. 
T 具有 AT "thi. iid ATC WBP, 
Re, 若 了 7 基 だ 上 的 有 界 算 子 , NTCWBP. St *X Lb, x 


时 
[Ty yo | x | Tol; o lel, yl 


<P le" el. tell. 
SITH AE + el yell) 
x Civl.+tivell.). 

由 $ 10.1 定 理 1.1 知 , AT AAR, AD AR, WT 
AE L^ 到 BMO HAIr. Tex hE TCL) € BMO., h FT*R 右 
AW PEWS LE L Auf A. x T CL) € BMO, 

üt ub BB]. 上 面 三條 だ 有 界 的 必要 条件 , 合 起 来 便 
Fey EX, FCAT RIE. 

T (1) @F2(G.David-J.L.Journé) if T€CZKCO, WT se 
L'fifé Aw TE CZO) 的 充分 必要 条件 走 了 と WBP,、 TA) 
€ BMO,T*CD € BMO, 

显然 ， 我 们 已 经 证 明了 其 必要 性 。 下 面 证 明基 充分 性 。 我 们 
tuj TOD-2T*GD =0. RRE, 対 干 一 般 的 情 形 。 Ie TOD 
= の で ど BMO、7*(D =b, C BMO, ZET | 

Ti; T-Hsg,- Ili, 
其 中 Ma s Ho, ajh BMO ER XX b,b 生成 的 仿 积 算 子 。 根 据 
$ 10.189285 R, Wy, =b Wy, 70, TE, CD =0, MA) 
=b, AT.) 72 T5 OD =0. 而 由 To, € CZK), Ma, € CZK 0), 
|n T€ CZKOD. RI ALARM. $10.13€ CH 明 过 ， 
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4 0, € BMO,b,c BMO fe. Ne GURL RS. KTT 
*Iy, + Wp tel’ ARN. 

現在, VETCCZKCO(IWBP, TU) - T*COD =0， 我 们 来 证 
WE VAR UPA D BOT. 

我 们 首先 需要 R” 的 Haar pRB AAG}, Ho OA R^ fr et 
Wik, e€7-(0,1,-*4,2^ 1). BOA R" fifi ROE 方 体 , 
RQ) = 2-*。 kez, " 是 对 O VEGF 2" 等 分 所 得 到 的 上 +1 代 二 
进 方 体 ， 对 每 个 因 定 的 Q， 有 如 (C(x) 可 以 这 样 定义 ， 它 在 0 的 外 面 
WAHO, EEO, 上 取 值 为 Ce 或 -Coe， 使 得 

| Ia COR! Ax eiue, 


其 中 0.2 是 Kronecker 符号 ， 也 就 是 说 ， 由 CeE 万 构成 了 全 体 在 
Q 外 取 值 为 0 而 在 On 取 常 数值 的 函数 的 L 空间 的 一 组 标准 正 交 
基 ， 很 容易 通过 线性 代数 的 知识 证 明 这 样 的 局 是 存在 的 。 显 然 ， 
Ce= 1QU 7? egre, 

我 们 看 = 2 时 的 简单 例子 。 设 @= 1x1, Bn =00,1). ie 
PU) =X, (OAT WHER, 


蓝 这 时 h6 (Cx) Ce =0,1,2,3) f F FER BAL 
he (x4, Xo) = (X004 (x, 
h'(x,,x5) = CO V CX), 
h*(x,,x,) = yCx,)9 (x55, 
(Cx, Xs) 2 Vx Dv Cx). 
Eho :组 成 了 Haar 函数 系 。 基 中 cE QER fy A fe 
二 进 方 体 ， 显 然 有 
引 理 2.1 对 任意 /EL*(R")， 有 
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fx) = >) 244. hehe), 
Q e 
3t B. 
= 5, DU 1<f hart? 
Q 


XEDE Rew, Hoar HARAR T LCR (89 — 2858 HH 的 标准 
JE se AE. PRAT PR IUIS rA vk TEEPE RRO REP fib mE 
Haar 45 E Pii FAR i 


Cor =<Th, he 2, 


从 而 证 明 工 是 L? 有 界 的 。 
£1122.2 Vc OQ x tob Axe B — PET, supph(x) Ce, 


| &codx- 0, RI xe 20 时， 有 
IT do co | C191 77 the 
|x- xo] 
特别 地 ， W h-hs, CESI 


1,5 
IT hg) Go [sc Cl QP Px- xg|7"7*, (2.1) 
证 明 ”这 是 由 于 


IT ch) (x) | = | [Ken ー K Cx, xa) Jh dy | 


| y/n f 
<C ap i OT is dT. 


引 理 2.3 i! Con - C6 -«Tho.hg >, W 
(Qo 当 10IsSTRI 時 , 


[ov IM グレ ーー ーー 
ICeslsC( R ) [Qj "^ + disi (Q, [ J aR,)? , 
7 
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(2) ?4O|« |R| H. dist CQ, R) > IR 时 ， 


C 4 R i Qj? 
Co』| : Uu IQ, | E dist(Q, Ryrrvd 
(3) SjQO|z | RTT, 


C. gc (Ry RPP 
[Corl] Go) | R | */* + dis? (R. Uae )" 


j 
(4) ?4|QUS |R| 且 dist(Q, R) 1017 時 , 


l IRI?” 
Cor] = -CQ | Ri *d disco, R)n* v? 


其 中 00, 表示 Qs 的 边界 

证 明 OH Tg T x ABTA EE, 58 然 ， 由 (1 (D pl 
《3) (の 。 故 只 需 证 明 (1) :(2)。 分 几 种 情形 来 讨论 。 

情形 1  Q|x|R|, OER, dist(Q, R) >Q A. xxt epa 
用 引 理 2.2, 有 


IQ + 


Iaslsc| Ih, (x) [dx 


n|X — Xo jt"? 


<C\Q| 12+¢Y7/n iR] -V?dist(Q, R) 7? 


olye ie 
«c(in) dist (Q, R)?? 
这 就 是 (1) 。 类 似 地 


Bie | 2 y /n 


coal<c| |hs Cx» | dx 


n | テー Xg | テテ 7 
«C |[Q|V2**/^| R| dist (Q,R) 7*7? , 
这 就 是 (2) . 
H2 [QISIR], QZR, disiQQ Ros |Q| ^. 分解 kx = 
+h， 其 中 supp h,Cc3Q, th 4 XE 20 時 (=0 H 
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ji ['l-«[^all.. it, 181878 QD BJ SA ccnl 


f(loivn 
Tho holly pi) . 


i 


| > 
«Tha, A» | = | Kr ho Gn Co dade] 
1 R 


， -4 X メ (x 
«ciat iR Ef] In quos iam 


[o 


FFE CM Y. 
清 形 3 IOIRI, OER, JH. TETERAER, 使 得 Oc 
Rye TERM hy HER, AWRC. mm 70050, & 
Cho, ha» = «Tha, hy — C», 
从 而 
Coal | + | TOD] lhe -Clar 


RINi2Q; RIOT 


= 工 + 卫 ， 
AGO 2 y dx 
REN 2Q5 
teI A 
<c( R ) (JQ +dist (Q, RIÐ”? 


mindist(Q,R2)210v/n|Q]V^ bt, IREWO, m distco, 
AR) に lov n (QU p], 


ICIQ ?IA "4 g^ XoY X aS naanar (x)dydx 
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CN 
(RD | 
piece REJA). 
cU TE DIRE O= REIS, S[ 2.9 已 经 证 先 。 
IEO =R ME, BOAT Wasi Free. 我 们 把 它 写 成 
2782,4 <The,;he>| =C 
正明 ”由 于 


hyo Cx) — ` Caray 
" 


rh C, = まま 1Q| mA ER, 当 "= 時 » 
KT xo, Kay, ISCI] 


故 只 要 证 明 
I<T £o, (XQ, >| <C|Q,!} 


pie T. Xp OE RAR Pob T. H 1 要 证 明 
1 くす 2 MEA erie CIQ]. 
HueceC^, supp? —20, " xcOMTCO-I. IHE 


ITXeXe- PIC} | ey “Clo! 


fe Fu 
(«T xq .9»i ZC] QI. 


取 pec”, supp PZB, d, r= ioi, | o Codx LE 


対 一 切 n 重 指标 4 
la'é|xCr "n"! 


Hear. d 
Xo7 >) fms 


其 中 
fo= Xat 6, 
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fin =Xqk CO $(27x) —9nm-1) の (9 や て) ) 


这 里 | „Yn CO dx = 0, suppym = B(0,27 7 *!r), BE fr il 辻 一 不 単 
R 


位 分 解 把 fim DRA BE A BCH AID, 它们 每 个 支 于 半径 为 2 rW 
球 上 ， 即 
fm = ` Üm.k » (2.2) 
karimi 


其 中 gm.x FEA 277r 的 球 上 ， 且 対 一 切 ヵ Rho, WE 

Omen [Cal Tr) IT, 
由 于 当 dist(x,Q) 22027 "r it, A fm CO = 0, fo poHRE SH 
数 , 知 我 休 可 取 分 解 (2.2) 中 的 I(m)« C27 Um, 

现在 对 每 个 国定 的 mk, 我 们 来 估计 <Tonk の >。 分 解 ?= 
P, +P, MH 中 suppr BG 277100, Xi € SYPPOm.k ， ips xe 
B, ,2^"5r)Wr 9,00 =0。 辐 时 还 可 以 使 
PA | CQ Pr) I, 

FSSA ATE. 得 

<T Omsk の > cca 7" r^. 
而 


d ydx 


ee -Mh ph 
EE a 


lI<Tgm.k DLC | 


B+ 1LOBN(2B) 
EP BRE Ime BESET HORE 27r ORR. BOR 
IT gm. sf rie Ca7™™ チッ 
从 而 | 
KTxo misc » rtr 


m= He Fim 


<C>) Q-™er%=Cr", 
0 


d 
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引 理 2.4 得 证 。 | 
引 理 2.5 ” 设 二 进 方 体 @ 的 边 长 为 WH 


GQ) >) |Ce&dxC27"72,  Mjz0, 


ICB)= 2 了 


(2) >) |Ce&xC2772*5,  "jcO0, YXl; 


!CR)=227 


S [Cog] KCC 7277577 923。 — Mj, Y=], 


CR)= 2 
类 似 的 估计 对 > Crol 成立 . 


正明 (D GK HIRIZIOI. 首先， 只 有 有 限 个 R， 满足 
ICR) = 2ir, dist(Q,R) <|Rin. 用 5| 理 2.3 的 (1)， 便 得 到 


BW 
C zcx(18 Conis? 
3 lCalsCS( R) «ort. 
lI(RI=21r 
disti@,R) ECR) 
Hike, 35 HE RLCR) = 2Íír, dist(Q, R) -zZ |R|"^, JA 5| BR 2.3 HY 
(2), [Ef 


"a! 
> [Corl 
[(R)= ajr 
dist(Qs R)- LUCRO 
: [QR] OLY 
sc dis Rd 


k=0 2k I(R)cdist(QoR<2*t1 ICR? 


Pob S EE Q-3Yo-kY«c Co-nj/? 。 
た =U 
(2) 3x 70, 即 101>1R|。 当 dst(O, Ry er 時 , BEE 
2kr<dist(O,R) «atr 中 的 及 的 数目 不 超过 Ca^ ^ ST, up, 
FAG 2.3689 6D, A 


394 


1 1 7 
[Q]? [RIF [RI* 


NC. eo 
a+ |Corl «C; ` dut LIE 
lido. k-9 Ke di QR aA * ar ist (Q, K) 
" nj n 
<C 2372 2 _ Oo] 了 "T 
5 "PT: ok . 
先 估计 Us 足 272/r— 


现在 考虑 dist(Q; R) ご 7 fy R. 
aist( Jo, R)eor vir 的 R 有 多 少 ? 这 时 的 体积 不 超过 
Ki 
Cr-iaergir Cg pn R RIE"). AE R ND Be At 
Crt-loktloir 。 (2iry-"«:C92- ^ )9?2* *!, 


用 引 理 2.3 的 (3③), 有 
>) [Corl 


I(R)-27 7 


disti Qs ROT 
(151) 
10 | 


<C > ， > 
kc 2 オフィ ーdisUO «akt + lr 


s ARI. . 
y 
| Rin + dist (R,1:Q,5* 


NC ^ 9-n3/2 919 k(1 - Y) 


«C ; 
kx-C2-*1» 


p の し ju だ ん ん "MER 当 y, 
e| ejt, 
引 理 2.5 证 完 ， 

引 理 2.6 ”对 每 个 


(Q,t), 有 
S 1C88 lo (Qe) «CoQ, 


の" ゅ で / 
zi IC S]e(Q' e^) «Co( 8) 。 


Q's 


e" 
(O,e), Aol, = QTE, Wo 每 个 
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证 明 利用 5| 理 2.5， 
>` IC54: |o (Q' ,e’) 


Q'sa' 
a -1 
=> È +b OM 
j=0 o 237 TTS o 12 2724014 
一 I ti; 


其 中 


<c Yi (IO127 の 5 
jo9 


«C 2737"? w(Q,e), 
J-0 


a 
ETDI 99 - jy qoin ot is 


I< OD 


«C (7 )2* 9? o(Q,e) =Cw(Q,e), 


J で 0 

B|zB2.7(Schur) 在 引 理 2.6 的 结论 成 立时 ， 了 是 L? 的 有 究 
算 子 ， 其 中 Coo: = The, hg 2. 

正明 用 ! 代 株 指 松 ( び .6), 1 [ERR (Q’5E7), £a EU» 定 
X 
用 Schwarz 不等式 

-L 
ALOJ iC, i? 63 wy? [MEM 


«(Xi6,,19, (EIC jl ls t) 


«Co, (910, lo lx). 
J 
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lal? = Sty POS) S.C oj! xg] 
j 


<c Soor Ix, iC], 


RHS G, WHT A L AR., TOER EEUE SE, 
在 观察 一 些 例子 之 前 ， 我 们 对 WBP 作 一 点 说 明 , An RT 
CZK), PTIK ILR ET, BEKO, y) = -Kx dp 
未 7 了 EWBP。 这 是 因为 ， 洛 ?,VE v. CZE A A t 不 起 过 

t. Wi 


I<Ty,y>| = H Is K x,y) € GO 9 (X) - GO 9 C) jdxdg 


crop [IF o tna 


cipe [UID SED a 


R” | マー FIL 
«Ct (ey, +thyelocdy) etel. 


现在 看 几 个 重要 的 例子 。 先 看 SS 10.1 中 的 Calderón 交 MF 
(1.5), m=O}, E Hilbert 変換 

Lf FN 

RT y ^. 
EL C. 是 7 有 界 的 (从 二 (定理 看 则 显然 ,因为 CoGd) = C$ CO 
= 0. Mi C, 的 核 是 反对 称 的 )， 从 而 JE H'—L だ ゲーBMO jp 
HM. HERE ce。 通过 分 部 积分 便 有 
C=O), 

A'€L*, #C,C) 5C,CA') € BMO, H3 th 47 Ct (02 € BMO, 
mi C. S Bla eI, Hl Ce WBP, fie C. fe L? i SEK, BA 
hie FIL 天 一 BMO 有 界 。 通 过 归纳 法 ， 便 可 把 COD IA 
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Cy) (>) = 


XJ C。-i(4 人 の, Rp 
Ca (1) = Án m. CÁ D, 


其 中 An 是 只 依赖 于 mm 的 常数 。 因 此 知 当 A’E L" 时 , Cm ELA 
KA, Hl と 。 と CZ0. 

Æ ke Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 积分 算 子 (1.6)。 38 eh HE R 
数 展 开 ， 得 到 


1 て sf (POD -PD NT FD 
C(f) (x) = x24 (—1) | aas 2) mU 


= > (DO (x), 


大 中 Cm Cf) 3E Calderon fy m fezeb-T-. 1AE X FP Cal- 
deron 交換 子 有 界 性 前 正明 。 EAR H, 存在 営 数 C ニ 0。 使 得 
ICs lop CT|A^IT , B FGRIA'].—1/0, COE L? 有 界 的 ， 
从 而 CC ECZO, Six: pe, ASA'l.—oo, WCC RRR LH 
界 的 ， 但 对 这 -- 般 情形 ， 不 能 简单 从 人 (CD 定理 推出 。 
道 过 旋转 的 方法 ， 可 以 类 似 地 研究 Lipschitz 区 域 的 双 层 位 
势 算 子 .7) 的 D 有 界 性 。 


$S 10。3 工 (1) 型 定理 与 Calderon-Zygmund 算 子 在 
Triebel-Lizorkin 空 间 的 有 界 性 


我 们 将 利用 党 浅草 的 原子 -分 子 分 解 ， 在 Triebel-Lizorkinzx 
条 证 明 一 个 工人 GD) 型 定理 。 作 为 此 定理 的 推论 ， 一 方面 可 以 得 到 
Calderón-Zygmund 算 子 在 这 类 空间 的 有 界 性 结果 ， 另 一 方面 ,给 
出 上 一 世人 员 ) 定 理 的 一 个 新 证 明 ， | 

定理 4.1 设 O<a<v<l, l1«tp,q«oo, # TcCZK(y) 
NWBPHTO)=0, WITH FS? 上 的 有 界 算 子 。 
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实际 上 ， 我 们 将 证 明 的 是 下 面 的 定理 。 定 理 3.1 是 它 与 9.2 
中 Triebel-Lizorkin 空间 原子 -分 子 分 解 定理 的 一 个 明显 的 推论 。 

定理 3,2 在 定理 3.1 的 条 件 下 ， 若 4 Pe 的 光 请 原子 , 则 
存在 与 ae 无 关 而 仅 依赖 于 算 子 TT 与 空间 维 数 7 的 常数 C， 使 得 当 
?1 时 ，CT() 是 (nt) 分子, 当 Y=1 了 时 ，CT(@) 是 (8 ,n+1) 
分 子 , Hep OocacB«l, 

为 下 明定 理 3.2， 和 合股 下 面 和 的 引 理 ， 

引 理 3.1 在 定理 3.1 的 条 件 下 ， 存 在 仅 依赖 于 算 子 7 Sala 
维 数 nn 的 常数 C， 使 得 对 任意 YE 儿 B(R")， 它 支 于 一 半径 为 1 的 
RB, E, qTODCL"(RD, H. 

IT) Io. <C Ce. + tlgo1. 

uEBH iB Tob o. WB AB, Ww., He O0 M 

x YE ぢ 。,(o) 外 的 情 形 。 送 時 


g(x) =| KG の (の dy 
在 x& B,, COT 3$ XL, 満足 
e (x) | | Cl yl" leo dy <CI le, 
SL pio} 


因为 让 时 x - vit, 
Fs iE AY T G5 ZEQ,, Co) rh Gg 99s 600 RIE BR AB — 


Has a 
19: CO | «C Cle. + Ue 


Arp Q0, GO GR IA v 为 中 心 ;25 为 边 长 的 方 体 . 为 此 ,选取 XE 2, 
当 EG FZ CO =], Hrg AORO 20, HOXEX C <1, 


id xeta =x n 这 样 
TD =T axet). 
æ [T (Øx t) ~ OT (x> E+ OT (yet 
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=B+F, 
其 中 
B= TO -vrG"5Ó-IT,Me]x?'!, 
FzsrfTGO*5, 
Me: ff BARA IRADE, (T,Mel=TMe- MoT X 
ART 5 Me 的 交換 子 。 
下 面 的 证 明 分 几 步 进行 。 第 一 步 ， 证 蚂 积 


AGO =| KONI) - 9CO dX May (3.1) 


是 绝对 收敛 的 ， 且 满足 
AGO | <Ctl ye le 
M xEQ,;(). a oun BE AYO x ER Bie TE Q4 Co) 与 AC) 
等 同 。 第 三 步 证 明 x E BC 5B-A Ree COCO 同 , H. 
GI: C,C 与? 无关。 这样 947 A c €*G 満足 一 切 要求 。 
第 一 步 


VIEN OK Gun D eG - #09 Xt Gody 


SAT 
<Clvel | dx vptix- vids 
ご と O46 @ 


< ON vV, 
POF Æ Q, 020582: ARAN ARMOR F 坐标 
H Jj fk OQ" 之 并 : 
LJorm™=0,,), 
l 


其 中 TSIS (mt, A Ger OUT. EAS 解 1= Dnr 


T 
Mp xEQ,,@@), 共 中 n" € g, supp PERU, OS™ 4, 


EUN 


X fE BR veg, suppy/CQ,,QD, Kil Fh Be iE A 
400 


«B,» - [A CO Wedd, idr PAQ me # = vim rm Sep 
R 


Spi mst em . 、 。 
m ™ 


I. yí"-y, 当 XE Qa CERT, moy, 由 于 


p= y nempe, xtt- 人 
! ! 


bit] 
<B,W>=<(T Mo lx"! V» 


STILT Me nimmt yp 
i 


+ LET, MoI Txe t p> 
H 


= Imt lI me 


Ahn = S nonGosb oo. 注意 到 supp") 
i 


suppi = £6, FI 


Ls KDE — 669 mint DAG ds ds. 


~ R 


当 | x— yl <t/lom Bb, ApARou Ae ETOO, f yco'm- 


11 12 Hi - 
i09 っ A ifixeg9'". coU o = 0, 1X SE Bh, I yl < 
"LE hy 70. BoB, 4 1x yl 100v n t/m 时， 
remy yh 2207 yor), EAH, dint Go 20, iXX 


(LEGE, 24 [x yl 100v/ n t/m Bt Cr の) 2 9 CO. 于 是 
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Il m = [| KC, LOU- PO) jx"! Go» kc, dy dx 


-t «Ir-yj.l00.m-t1 


10m ^ 
+ {| K Gx,3) [9 Cy) — 9 (x) ] * CY y CO d ydx 
| Ix-yp bU nt 


Hs tl. 


我 们 断言 ，lim I =0, milim na = [| AOO de fed: E, 
由 于 (3.1) 中 定义 AC) ABLE ARM BLY, 用 Lebesgue fr 制 
Kam, A 


lim Tå = lim jl KCx, EPCY) ~ 99 


z- yi> LR t 
CX yyy Go dydx 


| -| ACI) dx, 
R 
nii vi" G5 [s y A A Oz SI ntmeyy <1, Ag 
l 


PESES I IK Cx,» Leo) = ex) | 


f 100.11! 
— E - 一 一 一 一 CM 
im le yis m 


© [x"*G»llyG)|dydx 


«wi. | | | Cix- vi7*lyel.]x- y] dydx 
Fago) 100.mnt 
| リー ターー ーー 


SClyl。IVyI-19』 の 1・ と どー0。 
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现在 来 证 明 lim Tw= 0。 在 


n 1 
# (y) = p(X) + > Cy; -xp| Dye+ t(y - x))dt 


す =1 
=P (x) + (y — x) e P(x,y) 
中 ， 令 x= x '”"， 则 


TO mx - epqntmyety, yim» 
= CM TNI 
+T t Cy- xumea, y), > 
— (6 GOT (lU myorty > 


L Ox» - e (x) 
—_ —___ lim yst aa Lm 
- "Tu MPSD, 上 yi G) ) 
m 


zu (Creer VOM kidt Si 3 ve"), 


lomy .. 
In= remet, Pe ! D up Go) 
5 ーー 


m 


fw ダー X parm, nimmt), vim. 


m 
ibzmem—443AR8] iki. TEE ARB DCR' 以 及 {Ca}, 
使 得 9E 多 就 有 supppoD HID VG) [<c.,M) I. 中 和 有 号 内 的 
毎 一 項 都 形 如 <79,c>, Hh 0,0 BAM DOTA EF N ER I 


- i A wee vp. te LS cL YID n * 
经 平移 xl” 与 展 缩 寺 得 到 。 为 说 明 这 一 点 ， 只 需 验 证 1DB "6 | 


-ial t - | al 、 ーー 
<c ($) ; De | c. GA) LAE suppó,suppoC 
Boos x"), 而 这 是 容易 做 到 的 。 


of 
m 
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由 7 的 弱 有 界 性 , GU 


t LA [^1 
Ini SC Gm") =C 0, m. 
P25 BMW TOU 在 お,(@) 5j ARRA G AI. 


为 此 , 需 划 用 条 件 了 (GD = 0. H 中) 的 定 久 可知, 对 任意 yc, 
suppy TB, Ww), | aude =0, 当 4& Q,,€02 IN, TROD) DE 定 
X. H 

TD の CY =f IKE») ー KCo,y) ,ylx) dx, 
四 此 


Tw wiz IKD- K Go, | Ip GO [dx 
Be 


<c| | d|x-wi*]x- yi pC [dx 
CO コリー wi "Ivy. 
Hy l2X*'-0-z"5VI E TCD 20. 知 


Q-«TCGD,U»- «TOC we «T* Q,1- xet, 
ie 


[TE y>] = [KT FG) ,1- xf» 
<o f pa-t aW y-o yhdy 
R 


ced | Iy-e ray 


Iv-aoi-3t 


= Civi. (3.2) 
以 上 不 等 式 对 所 有 满足 VE 0. uppy—B.@), | 。Wdr=0 的 9 


FON, MILO YER. 们 如 我 们 能 证 明 , 当 把 条 件 | ， ydx=0 
iilt, ERUR MAJAL 与 1” 的 对 偶 关 系 ， 合 得 到 了 
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rom 在 By oy I AL FE PARE GM 


gk kh, MER e V, suPP サー の ・ A be | rds. 取 


ne g supp - By) 2270 nl gdx =, XX | pog*''áx- 1, 
JR” R” 


Wb bitte の , BUKRA TE B,GO V, EBREA O . 
故 
eram i» S TOUT bi nti» 


(eT (UU) ,bt MPD = I+. 
i (3. 2) A | 


(IC 一 pirne Oly lP] inh 
(64D ela. 
gii T€ WBP, 有 
BRES b rr TS] 


C | b | = © | y | le 
这 就 证 明了 . 
KTO .> xcd 


ME VC: suppy C B (NI 9 都 成 立 ， 从 而 在 B0), 
Tet) HARRA G 相同 .由 于 suppe C B: (w) Ane T (1 = 
eG 在 整个 R" 成立 ub PR AL Qui Ue mA. 于 是 ,我 们 
证 明了 TD 在 人 st (w) 28 |a FF FR Be gs= A+ PGs lo 
«caet. tigel). n poa. TubsZ- 

引 理 3.2 BET UE SIE 3 1 的 人 条 件, 1E, x,,x,€ R^, 
XX Xs. 令 


X 一 


E(x) nz) n=1-$, 


其 中 CoE Ds M |x| <10 時 E Cx) = 1, 24) x12220 时 g(x) = 0, M 
T» 一 T (9) Cx) 


=| KK QJ 7 KG, 10 GOD ED 0083 
R 
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-Í Kœ LEO) -als (ydy 
gris 


-| K(x, ye Cy) 一 93:3) I Cy) dy 
"^x. 


+EP ~ PX) T£ (xD. 


证 明 由 引 理 3.1 知 | Au S TIPS IBS Rf 9, PCD, mB 
A Te 不仅 仪 是 の 的 广义 国 数 ， 而 用 是 一 个 L Be, BITEBR A 
一 兮 测度 集 台 外 ，T 49) 与 一 个 地 ARGH. 假设 supp C0， 
则 对 任意 xEQ， 有 


THO = | aK (WLP) - v 65 [fo dy + YOO THO) + Ce, 
KR 


其 中 Co AE DLIK BRUT OQ ES HEF, Cy 1? y € 20 , mM 
Xo (0 20? x&4Q. JEH ERS MEER X. 
应 用 上 式 于 $C の =" CoCo, Bp E] xi] «9|xgs— xil, 


T GO) GO =T) + TO OO) 


=| KO D9G) - PD E CW dy + POT EO) Cx) 
R 


e || KG, nerdy + C. 
R 


TP) xs) -TA 

3l KG で っ の [の 9G E Gy 
E 
-| ， KX EEC -9 (Go と (の dy 
+ yt 


(GO TZ (X5) 一 p(X, TE (x4) 


| QUÉ 09,4) 一 KO, I)? GO TOGD d y, 
-J ER 
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注意 到 TCD =0, Fil 
? G3) TC) G3) — PCD T C (X 

= [P Cx) ~ PD IT OD Go + 9KGor TG) Go - TG) 04] 

-[9G3)-9G ITC) Go - (YO に アア OD GO - TOD €), 
代 回 上 式 , 便 得 引 理 所 要求 的 答 米 。 

定理 5.2 的 证 明 设 4= ag 是 任意 光滑 原子 ， 其 支 集 为 30。 
不 妨 優 定 0 的 左下 端点 赴 原 点 . 現在 , 光 滑 原子 定 又 中 的 が =0。 

Tg TR EA AE 

Irc» GO1zcJQO]'"71-2^Ix XD ^"^ *, (3.3) 

基 中 (O) = 2 是 的 边 长 ， 常 数 C 不 依赖 于 原子 a 的 选择 ， 不 
撩 一 般 性 ， 可 以 假设 @ 的 在 下 顶点 Xo xt si. 


Eiti sv 2", qv 
TO =] KED ady 
R 
=| EK GG) - KC, 0) Jacydy, 
R 


由 fy|<awvn2-*, glr- yl lx] ylas n2-^z2|yl. Al 
FAK I Ct PE SRE. A 


IT (25 (x) | EO | ness lacy) |dy 
iyis no th 
us | |y] * lacy [dy 


Iyicz2.n2^* 


<C|Q| 2(2^|(x|l5)7"^*, 
Hr Ix|6wWn2-^W, (3.3) 成立 。 
当 llS6 ゾ ァ 2-“ 肝 。 由 引 理 8.1 以 及 光滑 原子 的 大 小 条 件 ， 
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Ta ECdal.+2 vel) Cll 
ERG YS (3.3) 。 
璋 下 要 验证 的 古 ， が (6) 満足 分 子 的 光 滑 性 条件 , 即 要 证 胃 
IT (a) Cx) — T C2 G3) | 
«clo|2Q^Ix x {C+ iD 
+ (1+2*|x2)) 7775. (3.4) 
M j x,]z227^ BY, 由 (3.3) XI 
IT (a) (xy) -TO GO | [IT G2 Cy) | + IT Ca) (rs) | 
CO AA 2t Do Qe2^ xs ptt) 
«ciol Q^» -xp'(as2'1xp 7" 
-£0-2^]x,D07"7* 5, 
B] (3.3) 成 立 。 
现在 设 1x x2. 我 们 考虑 以 下 几 种 情形 。 
情形 1] dul ix, ze 10v/ nn2-*。 此 时 我 们 有 


| 
17 Ca) Cx1) ー ア (の) (xs) | = | K X3. Y) ー K(x,,y) JaGD dy P 
RC 


Hpv n”, Eris Xo 2 DAI [lov n27*, 有 
Paylas l. Plot 


| OK Gs) — K Go 40 28 Q0 dy 
n | 


[xy 


"4 
x , a a d 
SC | ix, girl Cy) | y 


iyicz2osn2 7^ 
eco pow ls ウー | de 
igi«2.n2 "^ 
CIO| YO x xD" GD 
«C|Q|oi x -x»D'cas2*]x pm" 
-0-72"|x57777 } 
这 就 是 (3.4). 


WoU2 dx, ov n2-7^, | «tz 10v/ n 27^, 
Ar-ixy,-xj, KOEL GS)! Hee DW, 4 [u| <10 
時 ^Q)-1, 24|u| 2520 時 の (CO 20, 9p-1-9?. 由 引 理 3.2 有 
T (a) (x1) — T (a) (x3) 


=| EK G3, -KDI - a6) Be Y= xd 


"n 


+ | uu KOLD GO) = aC) Pr Gr - x) dy 
"zi! 


-| Cy の (AQ) — aC) Ps CY ~ x dy 
*Z 5 


+ (a(x) a TMA) =I +0 +M+W. (3.5 
AIEN, FRS{HES.1,7E SAEI = fel, SUPPO, 大 
中 19 ~r, AIO Ives d vols. dk 
ITO] SC の ルキ 191771V 1x C, 
其 中 C 仅 依赖 于 固定 的 ?而 与 7 无关， 
音 用 原子 的 光 滑 性 条件 . 得 
NzCix,-x]jQ|)^"?- V^ 
= C|Q|^'"7(2^| xy = xl) 
<C "?(^lx, - x,l»* 
ssC1O1 '(2^|x, - x;l»" 
x(Q-72^]xul)""* € Oe2^|]x,])77*), 
这 里 我 们 用 到 了 2 xx «1, O<r<1 以 及 2^1x; (A110 m ,. 
= 1,2. 
记 
Ss(y€ R^, 10]x,- x,E |y - x, | 10v n27^), 
T-(y€R", |y- x,» 11/124}, 
则 


[x,— X31? 
I <c], PESO — a(x,) | dy 


[Xi Nel " 
[Pro rms, 


HAFAI PERE, 25 v— 1 Hd. 便 得 到 


|* ュ ー Xo | 


i «c( QI * "| ds 3| - x[?2^" ) 


< C [OQ] *Q*|x, - x, D? 
KC] 0 |? Q^|x - x4 D'COs 2^] D7*7* 
*(1-2*|x,])"*7*, 
= 工时 ， 上 面 的 推理 不 成 立 ， 但 很 容易 修改 一 下 而 得 到 TOO 
満足 (8,n+ 1 分 子 的 结论 
为 估计 工 ， 记 
" -(y€ R^, Q< |y- x| x20|lx - x2/}, 


の | Ke. Hay) -alx |dy 


1 1 
«c[ (I opt "ay 


«cio [25] - x, 


<C|Q | *qQ^|x, - xy|5" 
x {C1 4+ 24 tx, DD - (192^lx,]) ^"^" Y. 


下 的 估计 完全 类 似 于 开 。 这 样 ,在 情形 2 ,我 们 证 明了 (3.47? 。 

Fel FI BEES [11210 n27^, |x| 10v n2 "EA 
ixi [«10v/ n 27^, [xa] =10 n 27 ^. 由 干 1 ュー «27^, 所 以 
这 两 种 都 可 以 归结 成 [x [eo n2-^,[x,[zm9v n2-^. 而 这 时 
上 只 要 对 情形 工 的 推理 稍 加 修改 ， 便 可 证 得 所 要 求 的 结果 。 

这 样 ， 定 理 3.2 获 证 。 由 第 九 剖 的 结果 ， 便 证 得 定理 3.1. 

推论 5.1 ik O<a<cv<l, l1zip,Q-00. GE T Æ Calderón- 
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Zygmund 算 子 , TOD -0, WT ERs’? BR. 
在 4&4=0，1 过 7,9 达 2 的 和 情形， 定理 3.2 证 明 的 推理 同样 可 以 


进行 ， 只 是 这 时 分 子 要 求 加 上 | mCx)dx=0 Hkt. mR 


pR” 


T*(D = 0， 则 当 是 光滑 原子 时 ， 有 | TO で の dy=0。 H 
RMT. 4$ TCCZK()WBP, TU) =7*C) =0, WT 
在 Fp”? AN, 当 1Xp,q9-— 00, 特別 HE, 注意 BL? = p> M4 
])«p«oo, H'- FÜ*, FQ MS GRHSI T T CDOAEXSBS —- eee. 
推 疹 3.2 TECZKN WBP, TU) =T*()=0, I1<p<n, 
MTEL, HAH. 
下 面 证 明定 理 3.1 的 一 个 《“ 道 定理 ”，。 
定理 3.3 KT RIND 的 连续 线性 算 子 ， 它 把 每 一 个 光滑 
原子 GN =R. n +IP, EP o<, MATTH 
核 Kx, の 満足 下面 的 Calderón-Zygmund 位 计 : 
IA だ, の | xCix- y], (3.6) 
AM Ix-y|]z2|x-x'|lif. 
IK(x,10 - K(x^,yD|C|x—-x'|*Ix- y| * 。 (3.7) 


证 明 设 0 22e lige oppo (1x1 c1), | .9cOdz= 
0, HH 2x0 時 , 
5,002730 =l. 
= -ee 
不 难看 出 ， 这 样 的 9 是 存在 的 ， 
RIEZ’, FA, (f/=f*0;, HP 0; 0022700235, WE 
分 布 意义 下 ， 
Tf- 2 TA;f. 


id K;Q WMATA; HR, RA; MW — TCO; Ce - YC). 
I 29 [O0]! * 90;(u 一 了 是 光滑 原子 的 固定 倍数 ,其 中 是 包含 v 的 
过 长 为 271 的 二 进 方 体 ， PRA K(x, WE (B ,n - YF. 因此 
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! Li IO1- 172 
2 <C 1,2 - ーー — m 
RD SLL G +Q ije- y)? 


. 0 C9" 
a+ jx- y|Y*?" 
[KC KC pD KC x - x! |^ 
2i" 2 か ] 
ーー Mis キー 
*lassrix-yp* (1-*2/|x'— v) | 


故 


| 天 (xD | xS ` IK ;(x,y)| 


j= =o 


= ge 
ce NS 2 LL LL 
se pod +2? sD 
log a(i r-i) co 
<C > 2i* 4 C Y 2-7 タ | ャ ー タ | リー 


- 99 leg >(1/ z-9D 


Cog oC i7 30 -£C|x-y|^"""27 ylog ,(1/iz-V» 
«Cix-yvyl'"'. 


mM |e - yl -e2le— x" HR, 


IKE, p - KG n] s S, KGW - K (GU D] 
jaro 
<C y (23|x -x' D^ z— 237 ーー 
E rr YD 


j=- 


jog 2 し 1 の マー yi 
( 


«C|x-x'l^|l > gjon B 


- 00 


=、 ーー ーー 
+ o BP MF xy | 


lo ,(1/lz ~ § ) 
<Cjx- xP メー キメ ーー 
«C|x-x^|^|x- y *. 


定理 3.3 证 完 。 


$ 10.4 ”注释 与 进一步 的 结果 

注释 

Calderón-Zygmund $x FG HE i fe R.Coifman Ej Y.Meyer 于 
3978 年 提出 的 。 ALTE f XXRRAE LS 有 界 性 保证 了 (1 一 
p<co) tg E EELCM2 1,J.- EL. Journéx[Calderón-Zygmund 3 T S Y 
做 了 比较 系统 的 处 理 LJoul] ， FP KRAVE RE ZSIIL MG JL CMO .. Dj 
Bil fe A A J.M. Bony ERR tb GRO) 23 TIN TE 29 fRZR TIE (C019 LH 
提出 的 。 它 具有 许多 不 同 的 形式 。Coifman-Meyer 队 Fourier 2j gr 
和 的 角度 对 它 进 行 了 详尽 的 研究 LCM2J,LECM3]。Calder6n 交 换 子 的 
有 界 性 , 最早 由 A.P.Calderen 子 1965 年 加 以 研究 (参见 [LC27)。 
对 一 般 的 ,其 天 有 界 性 的 证 明 属 于 Coiftman 与 Meyer( 旧 LCMI], 
LC4])。 光 消 曲 銭 上 的 Cauchy 积分 算 子 的 研究 已 有 很 长 的 历史 。 
Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 科 分 算 子 的 研究 ， 由 于 有 本 质 上 的 il 
难 ， 长 期 以 来 进展 不 大 。 直 到 1977 年 , EI IRh RIEF, 
Calderón HENIE T. 3E T OL.60 L A F E CAL 
[c3], EC4.D. od — RE fiy d JE CIA’ aoc, R.Coifman, A. 
Mcintosh 55 Y. Meyer Hj Z £X VE R AYE LEM ER だ 有 界 性 
[LCMM1I ,以 后 ,出 现 了 许多 不 同 的 证 明 , 见 LMurj， TF Lipschitz 
区 域 上 边 值 问题 的 一 个 很 好 的 综述 是 [LK3j。 

T (1) EL ©. David !5J.-L. Journé F 1982 年 首先 发 现 计 加 
拟 证 明 的 ，。 他们 的 证 明 用 了 Cotlar 的 一介 引 理 ( 参 見 LDJ)。 不 入 
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A ü Coifman-XMever 给 出 本 一 个 简化 的 证 明 ( 参 見 [CMM5」, LCM 
KBS pm TEV RAR. Coifman EjS.Semmes, 我们 的 材 
- Eh D5 。 
uS Calderón-Zygmund i Ze L' 空间 以 外 的 连续 性 ， 可 参 
HOMI Ge M3]. [Del]。 本章 $10.3 的 主要 结果 -一 -定理 3.1 与 
3.3， jx S TAE. M.Frazier, B.Jawerth Ej G. Weiss FHJW ]。 


Xt — 25 89:5 Fe 


lL. X FDRASRET-O., WP EH T HV ERRARTE 
分 必要 和 条件 是 bE VMO, Har hina SEA XR M TEN (OW 
[ Pe3 5) 。 
2 可 以 用 非 卷 积 算 子 族 推广 仿 积 的 概念 。 设 {S541},{Ti} 是 
2- 算 子 族 ( 见 $9.4 中 的 3)，S1C1) = S401)=0，T41(1) =1. 定 义 
J XIRA 
HOD =| S COT Cf) a, 


Xp 5. &b 7k ^E LE BH IE 当 bc BMO EF, Ily JE L’ 有 界 算 子 , 見 
[ DeH2 i, 
3. 关于 Cauchy 积分 算 子 (1.6) 


f) 
) I Ay —_—_ d 3 
Cy (f(x) = -o (X+ Y) +i) —€CY)) / 


T.Murai EHT, “LE Lr CORRER C + qe o2 Bil. 
G.David SUE IEW T xx Cu BAT AER T. 見 [Mur],[D2]. 
1. tj Lipschitz 曲线 上 Cauchy 积分 算 子 的 高 维 推广 有 


美的 一 个 问题 是 Kato 问题 。 HACO = (Aj kX) 125, kaen E HX N 

m Sa 值 EH 数 H 成 的 AB DE, : 个 元 35 4j, C L"(R?), jf H 

Re て jaj a OE 8 ,2n|£ |*, FG > OM T = — div(ACOgrad), 
テッ "" 


È ei KIKKE F (maximal accretive), 可 以 开平 方 根 T , Kato 
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猜想 这 个 算 子 的 定义 域 是 Sobolev EL ACR"). BEBE. 
存在 ja, AME A 45 nit n ZI GE PIC INL” BANE 
e, GBAJA - Tp .- 6.9, WW T Wass LIRE Sobolev ia] H3 CR"), 

xxr GENEL SB Gs 5t. Coifman—Meyer} jy Fabes-Jerison-Kenig JL 
乎 问 时 证 明 的 ， 见 LCDeM . PIE]. David-Journé f] T C a Be 
He 千 时 的 另 一 个 证 明 ， 见 LD 酝 。 能 否 把 se, 改进 为 工 或 把 它 
精 信 估计 出 来 ， 这 仍然 是 一 个 本 解决 的 问题 。 也 可 参看 LCM6]. 

5. Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 积分 身子 取 喇 维 的 一 种 推广 
hae AR. EME HET Lipschitz 区 域 上 的 Dirichlet [n] jj 与 
Neumann 问题 中 起 了 重要 的 作用 。 A 简单 起 见 ， ERT ROSE 
Laplace 方程 。 
Dirichlet [n] Ei. 

Au - 0, 
ulan=f. 


Neumann jn] dii, 


(D) | 


Au = 0, 
(ND qal -= 
am ap 


C R^, 如果 对 和 任 音 EoD, 存在 以 v, Meh nri BA e bg 
e.XQ 242, x, PARE, R” KR, GG 
7(0)=0, 1 うー) ECI - vl. 


EA x’ = (xi, 
而 
DNB={x= Gem eo) 8 


WIRD Lipschitz 区域 。 Zn EER 9 "PX C, WI PRD A 
C 区域。 如 果 少 满足 


AIEO ~ Vey) |< fx’ a 
Hip o<a<l, MERD AC "区域 。 
and: Dak CY Xa, 送 時 同 題 D) al Le EXE fr 39 
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u(x)exK(g) (x) 


— y,N 
1 ex Y, 3? g(y)do, , 
Oa JaD Ix — y| 


其 中 g(y) STH), T =- +K, i 


. 1 1 一 NV, 
RD = uri AN ?f(z)do,, ycoD, 


aD |y- Z|" 


ECUK, RE KE LOD AAW, HFredholm güieAnT "f 
wt, Minti L A< ARik T lal iCD). 

在 CI 区 域 , 问 题 要 复杂 一 些 .1977 年 Calderon jE B] T 3E T- K CE 
ァ 7(2 の ) 是 有 界 的 < て ヵ co)。 DEUS A Fabes, JodeittEj Riviere 
证 明了 天 在 L'CODO ZESR BS, Mimi te C^ 区 域 解决 了 问题 (D)。 而 
问题 CN7， 可 以 用 单 层 位 势 类 似 解 决 。 

对 Lipschitz 区 域 ， 问 题 束 复杂 得 多 了 。 事实 上 这 时 算 FK 
在 天 (9D) 可 以 不 是 标的 。1977 年 Dahlberg 通过 对 调和 测度 的 全 
H HERAT: FE E> 可 依赖 于 D)， 使 得 问题 (D) 对 "(9 の ) 
(2-e<p<oo) 可 解 。 但 这 种 方法 不 能 用 到 问题 CN)， 也 不 能 推广 
到 方程 组 。 而 且 ， 用 调和 测度 的 方法 得 不 到 解 的 表达 式 。 

算 子 大 实质 上 与 Calderón-Zygmund 算 子 是 相 类 似 的 。 应 用 
研究 Calder6n-Zygmund 算 子 (其 中 包括 Lipschitz 曲 袋 上 的 Cau-- 
chy 积分 算 子 ) 的 方法 ，jJerison 5j Kenig 首先 证 明 

IN CK CoD lo Cl ol,, 
其 中 
N(u»(x)2 sup lucy), 
yon) 

P(x) XUL x€ AD 为 预 点 的 内 锥 ， 同 时 

IKC) leClols. 
以 后 ，Kenig 在 Lipschitz 边界 引入 原子 Hardy 空间 ， 通过 H' 佑 
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THEA MS L qu pul A iiie $8 bExSPN BIDS) A T 
L’. 

198246 Verchota it KARE, 应 用 连续 性 原理 ， 得 到 了 
算 子 人 的 可 逆 性 。 最 后 Dahlberg 与 Kenig 证 明了 下 面 的 结果 : 

G) 34g Lippe D, 存在 >0。 fESWIEX/CL'COCD, 
do), 2—e«p«co, (D HAA E Eu, CAUER BMR 
出 

Gi) 对 每 个 Lip KIND, 存在 s>0 ,使 得 对 任意 f € L' COD, 
do)，1<p<2+s8，(CN) 问题 有 唯一 解 ， 并 且 它 可 以 用 单 层 位 势 
表 出 。 

有 例子 表明 ， 上 述 结果 已 经 是 最 好 的 可 能 了 。 

这 些 结果 ， 不 仪 对 很 一 般 的 椭圆 方程 成 六 ， 还 可 以 推广 到 方 

参阅 [KE3]j， 那 时 有 系统 的 文献 或 引 。， 也 可 参看 .HT7] 

从 Lipschitz 区 域 边 值 问题 的 彻底 解决 ， 可 以 看 Hardy 28 iB] 
理论 与 Calderón-Zvgmund — HE 

6. 运用 对 贷 定 理 ， 由 37.1 中 定理 1.4 容易 得 到 Calderón- 
を ygmund 算 子 的 BMO 有 界定 理 ， 若 了 TECZOCG)， TAa)=0, Hi 
是 BMO 到 BMO 有 界 的 。 

王 斯 雷 曾 对 9 cR X 


(NG) = | Ivucs,D [*t dt 


GübhuzP,«DuEB T, X fEBMO， MEZA 9C) GO JLP Sb b 
Koo, FA 9(f) CO JLSE Rb SPOUSE f, H. 

lo tu<Clf ie. 
HK HE D.Kurtz, 姚 壁 蔚 分 别 把 这 结果 推广 到 面积 积分 SC 600 
Ej gad). MES Torchinsky jp3x £& 4 48) 3] pa] c E 68 zx 
QST. 在 第 LERTA, I AOO SORME Æ Calderon- 
Zygmund 算 子 。 因 此 ， 上 述 这 些 结果 ， 或 者 十 从 经 典 的 角 庶 ， 详 
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RASSE T ER Calderón-Zygimuad ft © BMO AA E ly & XM, 
De ASHES Fk PER. BLW] LHA] CYL] Ka], LST]. 
7. 7①) 定 理 中 CZK PRIFTIT AR. KT IO DER 
ETE, HI b Kus EE 
[K (x, y) |dxx;C, 
T«ir-Fic-2rT 
| Kx, 15 | dy C, 
Teale yi<2rT 
|\K(xt+u,ytv)—-A(x,y)[dx<e,, 
2 ます | エー タ 9! で 2 ます は 人 


| [K(xX+Uu y -v) 一 KCx,y) de 


aKkrsjg-yis2E*lr 
w ful + [vi «r, 对 任意 r>0, WA. Sike, <o, it T 可 扩张 为 


L? ty SUE mS 4 Xe EZETA © BMO, T*(1) © BMO, 
T€ WBP。 这 结果 是 属于 Meyer 的 。 
BEA TO) REID th SEES 


Kee, | Si 
ix - VI 
[K¢x,y) - K(x’ D [dy C, 
Iz-gi22ir-zr': 
Kz, — K(x,y^»|dxx;C, 
jz-9i/-»2|9-89'| 
这 仍然 是 一 个 没有 解决 的 问题 。 
9. 能 否 用 其 它 函 数 代 替 TUQ) 定 理 中 的 函数 1， 而 得 到 新 
HL 有 界 性 准则 ? G.David, J.-L.Journé EjS.Semmes 引进 了 两 
PA Jt ERE b 为 伪 增 长 的 (pseudo-accretive) ,如 果 存 在 R" x 
R'-C 的 国 数 族 PLOW 及 常数 C00, g@ ジ 0, 使 得 対 任意 x,x’,. 
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YY’, 有 
PQQ 90, Hle- 9 >C 5 


[IP, EEC? 
[P x y PC SC2 ‘Ol yy’ ls 


PCy Pa gy OREO [xa x^]? 


2 a vui. a [ ry Fa _ 
| F CN VU Varad], E (x, pdy = l; 


d EJ . P C2, vbuydyxcC. 


Jii ut ee Be 6 Io pg OSHC TIN ara- _accretive)， 如 果 存 在 E 之 0 
使 得 对 任意 COR, ATHRIST, i 


[m (b), 之 8， 


FE rpm , OO x :b ET 的 平均 。 

显然 ， 如 果 55 1/5 都 是 正 的 有 界 实 函 数 ， 则 b 既是 伪 增 长 
的 ， 也 是 仿 增 长 的 。 

另外 ， 引 入 消 数 空间 


1D?) = 1 I げ Cx) - (の [| -一 
etae s [riget iro HOO IU ere. 


STM, 表示 用 函数 b 作 乘 法 .空间 58 3CR") 表 不 M。 作 用 在 
& SCR" ) 的 像 空 间 。 

David-Journe-Semmes 的 结果 如 下 : 设 b, Eb, 是 两 个 伪 增 长 
函数 〈 或 仿 增长 图 数 )，TECZK(C)， 且 2 &$-[685$] 对 
sen 0, WUT REP deco L ARATO BE PR TO DE 
BMO, T*(b) €BMO, M,,TM,,€ WBP. 

通常 把 送 人 人 千 果 称 カ 7( の 定理 。 BALDISI, LM6」。 
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第 十 一 章 ”乘积 空间 上 的 后 理论 


AEA H? ZA, 是 对 自 变 量 的 单 参数 展 缩 变换 x > sx 
(6 二 0) 不 变 的 。 例 如 ， 取 f s(x) = 97 (=), Wi] fal Pca 


=[fllaria me. 事实 上 ， 这 并 不 奇怪 ， 因 为 刻画 五 空间 的 极 大 


ERA 
9e*Cf)(x)- R, [C x P0 6D], 


就 是 通过 单 参数 展 缩 变 换 ?.C，) = do( juste. ABBE 


的 是 在 多 参数 展 缩 变 Gr ar t dt 下 
不変 的 万 * 空间 ， 它 对 应 于 乘积 空间 上 的 H? ati). E li 前 面 讲 
的 五” 空间 有 着 本 质 上 的 区 别 ， 

为 了 了 解 它们 间 的 区 别 ， 我 们 看 一 个 简单 例子 。 对 应 于 单 参 
数 展 缩 变换 的 一 种 极 大 算 子 是 Hardy-Littlewood go A SET 


MCf)Cx) = stp] | f(x t y)ldy, 


or 


Job O REAL tet HEROS, BATT, MCP HEC? pH 
与 弱 (1,1) 型 的 。 对 应 于 多 参数 展 缩 变换 的 相应 的 极 大 ER 数 是 强 
BA EU 


-sup. 1l. 
M,(f)(x) = up Ae] fen oldu, 
Het Ra BA e B Ke. M5 M(f) 有 很 大 的 区 别 ， 例 


Jis ‘EPR ED, 7) 型 的 ， [B ELI AE XE -59 C1, 12718 的 T. AR AE MF D 
da:D, d&[]HBERHEJ: Wf x R 的 単位 立方 体 O。, B 
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[(x| € Qo, Ms の で っ 4) EY I げ Logr) テ 1oo) (x) 


h JE Pi ig py Jessen-Marcinkiewiez-Zygmund 不 等 式 。M 的 
Cp, p) XH Co D 5j CO f ug STAB fo fa, REMH e fy Hardy- 
Littlewood # Jc ER ETT fal AK PER VJ. 
NBR EH map 3. RRB HP 空间 ， 就 是 乘积 空间 的 
H? 空间 的 原子 不 能 简单 地 用 支 于 长 方 体 的 函数 来 定义 ， 或 者 等 
价 地 说 ， 万 :的 对 偶 空 间 BMO 或 Carleson 测度 都 不 能 简单 地 用 长 
方 体 来 定义 。 这 就 涉及 开 集 如 何 用 长 方 体 履 盖 的 十 分 复杂 的 几何 
图 像 。 本 章 介绍 乘积 空间 的 H? 空间 的 实 变 刻 画 、 原 子 分 解 以 及 
对 偶 空 间 。 由 于 它 的 复杂 性， 因而 理论 还 不 是 十 分 完美 的 。 


$ 11.1 乘积 空间 上 的 H” 空 间 的 实 变 刻 画 


为 简单 起 见 ， 我 们 仅 计 论 RxR Ef 87” 空间。 对 一般 的 悄 
形 R” x Rm"， 可 以 作 类 似 的 处 理 、 对 号 x 及 所 对 应 的 展 缩 变换 
是 双 参 数 的 ， 妈 (x1,x2) 一 (651X1562x2)。 类 似 于 单 参 数 的 Te 形 ， 
H?CR x RBA CLS ERE R2 x R? mp EO, dun UL 
EHH RIE RE? baa PEM ERE. 

ji X= Cx ER POOD Sr), 其 中 (x;) 
= (Y t D ER, lyi- xil «tij, t=1,2, 

Pb ucx,t) AE R? x R? WARMA, Hl oy 別 対 (ね) 

(x,,t, EAE R? 上 上 的 说 和 国 数 。 定 义 它 的 非 切 回 极 大 函数 为 


u*(x)-u*(x,.x)- sup (u,b). (1.1) 
yt Er) 

问 时 定义 它 的 “面积 积分 ”为 

S^(uy(x) = SU) (xX1, X) = | ViVeuly,t) “dydt, (1.2) 


rix) 


定义 1.1 RIRKA ER E uCy,D EHP? x RI), an ® 
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u*(x)c LICR”). 
已 单 参 数 的 情形 一 样 ，u* 与 SODE L? 范 数 意义 下 是 等 价 
的 。 我 们 可 以 利用 一 元 的 结果 通过 友 代 加 以 证 明 。 
定理 1.1 XP SNEL’, 0«p«oo, lim u(x,t)-0, Buju* 
to 9 
EL’, H. 
Ju*|p><Cp|SCOlp, OAP 


证 明 首先， 不 妨 设 刀 是 某 个 了 的 Poisson 积分 ， 因为 与 一- 
4eng RIGS WL, HOH? 在 H? 是 稠密 的 。 其 次 ， 不 妨 设 r 


否则 用 类 似 于 $3.2 中 定理 2.5 的 办 法 处 理 。 RES AP AEE AL 
取 Hilbert 变 换 并 不 改变 面积 积分 ， 我 们 可 以 把 了 分 解 为 

= トト 
Ah fe E FEHR: EDS, £50, fa FA. 
:<0 等 等 。 至 多 通 辻 反 射 変換 , AS. 直 解 析 的 。 Abe 
不 妨 假设 了 人 在 R? x R? phre 用 -… 矯 的 推理 方 法 , 知人 存在 7 か 
使 得 Ig( め り 17 AE PUA eae, JELTE ie ^h V fü du i. mu 
[^ € LP CR x R)ffj i Poisson 积分 ， 从 而 


u*(x)? x: MC|f| E LP*(R?), 
lu* pz |S pe 


剩 下 求 的 只 是 要 证 明基 CzlsCalp。 我 们 通过 单 参数 的 结 抄 
Qf fr. 令 Qi, FN -F ナー テル マラ ux; , Es), 算 子 的 核 也 同样 


at 


Qí Gn, x) = MIS ー Vis X920 1, CU DÀ 4, 


tscocoy'- 1o Qe fl 7. 


Por) 
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y t Ed dn 
7 EXE ME R? fy fei fk Hilbert 2 lal LT) =L 70), *^ dU. 。 Ji 
ER it 


FCx,,x,0C€9, 5te) — @ f(r, x t UV). 


JE TE A RS JE PRX TEM, «= EZR TR S'S po Cpl, X 取 fi 
^ Hilbert 空间 的 国 数 FOx, x, Hr, dk 


| sao, SIMILE 


dx 


L*p) 1 
对 x, 积分 
xp) |Pdxdve>=Co [ [^ LFGU DI debe, 
(1.3) 
Hr FA — 4 B3 £t 7R. 


| “ d 
iz |FCx,,x え 。 ) HE Ho | IQ, ,fg E L, Ji d 


>Cr | fossis] Pss, 
于 是 (1.3) 的 碳 方 大 于 等 于 ColflB. TERE 
SICF)CX,, x Yo) = SCU)CX,, Xo), 
fii p f 2 BL DT DK BF. 
Ay T nEWI Bend ae ck. 我 们 采用 一 个 与 - 
5]3$1.1. be 9C CSCRD, 


- 策 不同 的 新 方 法 。 
個 ERI 数 ， Supp GN | - l, 1], 


gcx)dx=1, ME ve C UCR’), suppycl -1 | VOx)dx 
-0, 使 得 対 二 gg=P( の , d 


I 

i 
1 
l 


u(r, Dg 90x) [dx dt 


+h" 
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dxdt | 
«c {| reogaodrt |» ee の 19*w( の ドー 


其 中 CH f.g AX. 
35 ij P.C S POD, QiOD = ty RC そう D, PCf)= f* Pex 


O,CP 2 fkb,. 中 坪 理 断言 , Xt QP 存在 Qu fE iF 
r d d 
ffe QP < ZC | Lge + IE GP 5. IM 
R? : n? 
(1.4) 


正明 Fu if, ^QD-vvyut-2]vyul*. JH Green 公式 


qv 19 * 0, Pt dxdt = ve Cg kP dxdt 


n? R? 


y QI VGC x 0,2!) dxdt 


If 
x: TN 


uy uM Cg x 9? ,)2'tdxdt 


I! 
" X o * 
+ 1 ——,4 


三 一 Tano 9 ,»tdxdt 
R? 
。、 
-2| u Oke, Y dxdt 
R? 
= [+ I. 
显然 
od 三 1/23 
BOE (| coser S995 (cvncg re aa) ・ 
: r? 
ifü 
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Rt 


9 a 
= -| uu 9?,)*dxdt 


2 


+ 


R 


+ | 6,09 Gd 


ffu 
fu? (g * 9 ,)'dxdt 
EE at 


-Jj u^(g: 9, Sr, )dxdt 


" Pg'dx, 
R 
f ou 
ali ot 9 * P dxdt = df CEIF ? at CU € Po dxdt 
+f f?g?dx 
R 
=2A + | f*g*dx, 
注意 到 
d x 
Fg 9 FE = 一 SIF ty 
id v(x) = xP (x), Bj 


VIE | [eco v, TET ond 


R? 


n" d 
[cas 957 acg xe J)? 2 dxdt 
R2 R? ' 


425 


综合 下 述 结果 ， 馈 知人 存储 EE 12810 S. 
LA RE AY E Ai ini th, 引 理 符 } 论 对 Rt 成立 。 Pit 看 它 到 
PUEH Ore e 
引 理 1.2 条 件 与 符号 类 似 于 引 理 1.1， 我 们 有 


[| CQ Bg ーー 


Th 
RÉ n; 


* 


<C OL, (PT gr © 


dx 
«| URE pic). ide "yen 
JEE -R 
opm QQ20x16t 
e (P の CQ, gE. iss +| Pos. 
RI 
自明 只 需 注 : Tu £z O,2Q0i:, Qi, PSP. Pa, SK 


使用 引 理 1 .1 1 全 得 所 要 求 的 结果 ， 
定理 1.2 d ucH?(R?x R2), 0«p«oo, Wi SC ISP 
H 
lS QD p: C plu* |p. 


证 明 与 一 维 相 类 似 ， 我 们 不 妨 假设 u* CO ROSE RETE SUXLUS 
锥 的 极 大 函数 ， 即 


u*(x)- sup jucy,t)|, 
CY aU 


H rb rinl) ={(y,t)| cR? x R? . |4 U ， TEM 。7 ニ 1』,2 
itu-POD, M s (ORI f KAR 
| S?(u)(x)dx 
(usa ls 
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< ll | ViVau Cy, D]? RGD NM: (Xu*sa) < ILE 


200 


= 日 WiV2teCy,£) [|?t,t,d ydt, 
RU 


其 中 Ry = (0OG,x,) | ER, 1 テ ュ ー nlt, | Xo 一 加 | t) E Uh 
(yi. Apter, Eh 2t,, 2t, Aa R H XR JÉ, w R*={ Cy, | 


] 
x d t (x)21, Hl <L, 
[RGD Du >< SIRO, me Reco-1, Ñl] 


g(x) = Mutiny a; CO ,注意 当 | RODD (uta) cs IRCy,t)| 


FFs, gK =Pig Cy) SC, AIBC AE PIER. FAS[HEL.2, 
有 


] | S* Cu) GO dx 
Ms utaa?! .p5g 
< | I visu Cy, | P Cg) Gt ydt 
T 
<c] | uy t3 OC9)? quy ttt 
R2 xR? 
«| IR (P fy (OY, DDU “batts ーー ニー yy 


d 
+| || po eee tta 
nJ JR? 1 


«| ftx | 
R? 
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-I-*«H-«IH-Iv. 


ARE IT. MR ODIO, WX ERU, t), u¥(x) <a, 
AUC Da 故 


I <a {| GD S92 


RZxgRZ 


e ff 01-9)? acy ie 


R, 2xR? 
«Co? [1-g[$«Cca?*l(u*7a)l. 

MO, 如 果 Qi.,000€(00 70, MEF, 使 得 |xs - こち , 

而 u*Cy,,x.)<a, [AE Pe FCM Fu, rc 


iet 


II «e| J, Q, OV (D) dy, 


cndi 


= æf |. の ロー の の dy 
R 


«ce | f ci ~ 9C Yi, Y2) dy.dy, 
<Co |(u*7 aj. 
M. ALFE Aiit. 而 


v<| | codr | u*' (x)dx, 
. u *( u*irjaa 


这 样 ， 我 们 证 得 
| S Qo (x)dx<C( a? | tu*z-a)| -f . u** Godx ). 
M, し ュ ま っ < son 
面 協 一 部 分 , AR A BH By C2. 2) A 
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[x Ma Gur] «00? |. , M Gute D! de 


xc | 。 Xis..(QDdxxiCc|(u*ajl. 
总 合 这 两 部 分 估计 ， 便 得 到 
Kel Seo > | c] ata] + S| wt Gods, 


得 积 分 ， 便 可 得 到 定理 1.2 所 要 求 的 结果 。 

显然 ， 用 这 里 的 方法 ， 可 以 给 出 § 4.2 中 定理 2.2 必 要 性 的 一 
个 简单 证 明 ， 

类 似 于 单 参数 的 情形 ， 者 uEH?CR? x RI), Wi 当 ち 一 0 t 
ORT, Ux, OAS SRE MIA. SHEIK wT OR a H 
H? (CRx R), ES HCR? x RD. 用 SIT JR ZI HE, 
可 以 证 明 ，jAE H'(ORx RD, SHUM 


r= sup IG x の)( の 1 C LP(R?5, 
Yst rix) 


共 中 e€csa5, eoar -1, HORRE (i. i). 同样 地 ， 
1*2 


t 
dx 18 ELE X SHZ. HVE CCR’), HWE 


| WCx,,x,)dx,=0, | UCx,,«,)dx,=0, 
R R 


则 定义 


SN) = {| Gro o p, 


riz) 
Hh AR CARD ae LL. EH PARE, 可 以 证 明 ,f € H*CR x R), 
ME. DL S,CO € L'(OR 5, H 
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$11.2 乘积 空间 上 的 空间 的 原子 刻画 


对 于 一 维 的 单 参数 万 CR) 空间 ， 下 面 儿 点 反映 的 本 质 上 是 
同一 件 事 : 
(1) Carleson 测度 的 特征 LC) 过 C11|， 它 保证 了 Carleson 不 
SEK 
の Pocossc| |f | Pdx 


的 成立 , 其 中 p テ 1。 
(2) 万 的 对 偶 是 BMO 空间 


r 


sup Frj [FCO -filde<eo, 


(3) DEBMO, HHAH [s o 62393 Carleson 测度 ， 
C4) H' 的 原子 分 解 。 
值得 注意 的 是 ， 这 里 的 Carleson 測度 , BMO, 原子 , 都 忌 用 
区 间 定 义 的 (对 及 ?CR")， 则 是 用 方 体 定义 的 )。 因 此 ， 对 多 参数 
W H? 空间 ， 例 如 HRX Ry， 自然 会 设想 用 甜 形 代 禁区 LOIS 
体 )， 来 定义 Carleson 测度 ，BMOCR x R) 以 及 原 子 。 1974 年 ， 
Carleson 举 出 反例， 说 明 ARCADE CIL RT, JO Rd R 的 AE, 
并 不 能 保证 
|| P«o*codscosos| ide, p> 
TNT 
wi. BETERI, 用 短 形 定 叉 前 BMO, JERE HCR x R) 
fo SHIRE DR]. AA LL Wk AI BE f ILU S AE a JE POR GE XX 
HUR x R), ADBEAEUR HAERE EA CI] HOO BEAU SE ARE 
确 的 。 正 确 的 结果 是 通过 开 集 ， 但 开 集 又 过 于 一 般 ， 不 好 应 用 ， 
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Hbi BE ot FEI HE Sy EFE. PO BS H a A. 我 们 将 在 
811.1865. A Boc EoD fie. 
" Q 45 R^ 中 一 个 测度 有 限 的 开 集 。 用 mC(Q) 记 0 中 所 有 二 
EB KHEDE. 用 m, COD» id O 中 所 有 浴 x, HH [n] 是 极 大 的 
“ERIM ets, OB an Ft REMCO), R=Ixjca, li] #& 
a Xn. AS=I’xJCQO#AR—-4A— He, ARCS, W 
S. 类似 地 ， 用 wa(O) 表 示 Q 中 所 有 沿 *。 方向 是 极 大 的 二 进 
短 形 的 集合 ・ 全 の =]| * で PP。 MODOS L), Jub M, ER 
RAM RX. xod ORE TERK. BR-IxJem,O, iu 
YCR = CR, O= supli, Fi rb ERORIA EE ji] COR 
的 : Jol, FEL Lx 守信, 类似 地 记 CAR) =R, Q) = sup I[S]/174, 
其 中 上 确 界 是 对 所 有 二 进 区 闻 S 取 的 ;JSS Ax SO. 
现在 了 我们 给 出 (p,2,51,5;,) 原 子 的 定义 。 


定义 2.1 O<P<1, si 是 不 小 于 n( 1-1) 的 最 大 整数 ， 


s; ACT [m (L-i) 的 最 大 整数 ， 我 们 称 定义 在 R* x Rm 上 的 


FRI aX an Fa) AE P CD 92 81,8; UF, ania 満足 Bu AP: 
CL) supp azo, 是 R"™*” 上 的 一 个 测度 有 限 的 开 集 ; 
(25 a 可 以 进一步 分 解 
a= ^ On, 
Rem(Q) 
其 中 ap i HE : 
(1) supp a4 3R; 
Cit) 
| a(t» std = 0, 对 一 切 X» VAROslalszs, 


m agCx,,x,)x$dx, = 0, 対 一 切 X, LAN Ox i8] <So3 
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(3) jaelixol|' "7, A arlislo p P. 


RO m(Q) 
定义 2.2 
HPZ S11 52 QR" x R") 
= fle (Rx の f= Xa, 其中 是 
(p,2,81,8,) 原 - , 21 その})。 
UI caasa, T IRFCCOZL A41 U* 。 対 一 切 分 解 /= や の) 

定理 2.1 [€ HP(R" x R™)WTDBER ASE AP Tits 

(R^ x R7), JEH 
a a 2, 

hie o UL. FADO n= m - 1 的 情形 加 以 证 明 ， 对 一 般 的 
n M, AE AT Ee BN a 

定理 2.1 必 要 性 的 正明 12/6 H'P(R R), 我 们 用 H? 的 5S 
ex Xd. Ik pe CoCR) AMENS. LL 満足 


supp {xE R, |x|xcl, 


| x^(x)dx-0, O:cl|al<sy =i l1), 
R -P 


a di u 7 hep dt ー 
| LAGOS =| LADIES =]. 
yx) = y GO 9 Cr, 。 
这 时 
S(f) (x) = 5,0» Cx) 


= t ao PE) ^ erra, 


Qk = iX C R', SCD (xX) —2*), 
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f 
Ü=) xE R’, MOS 0007 1. 


对 R 的 每 个 二 进 逢 形 R=Ix J, ic 
CCR = {W OER SR; Cn, DER, 
I KESZ, [IJ [<t<2[/{}, 


P| R: RRO, (RNAS SIRI, 


H 
IRN Qe ES TRI]. 


ALIA. FED UE LRT Pe XXE 
fco = |], fDi ye 


- Xf, fas bv o pe, 
x(R) t 


其 中 fQ,t)-fs.Go, 求 和 是 対 R n—U) E E 3t fr. È 
意 ， 这 里 的 第 一 个 等 式 成 立 是 用 了 Calder6n 表 示 定 理 。 
4 


ag(x) = SE PE 2, er), 
2 por REM), 


k i/p 
Ax = 2 Onl 一 


3 


共 中 


ma の = fa Dv c^, 


C 是 以 后 将 要 确定 的 充分 小 的 常数 .于 是 我 们 已 得 到 /= X Araks 
k 
H 
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EPIS 2 2**1o,|«C]Suo12. CIF. 
k 


R F RSS EAE ap 是 (p,2,s,s) 原 子 。 首 先 ， 容 易 看 出 supp 
gg ご の.。 是 一 个 测度 有 限 的 开 集 。 其 次 ， 要 说 明 ai 可 以 进 
一 步 分 解 。 想 法 是 对 en 再 作 适 当 的 组 合 。 对 每 个 矩形 RC... 

存在 一 个 极 大 二 进 特 形 Rem, (ROR. X ig— TSE 
7( の つり), 人 


C 
g。= ニ ーー と の pe 
5 3o, [vr 2a 
R-S 


因此 ， a, (x) = > ase 显然 1 as X F 3S E, HEB E RIF 


Ld 
Semig,) 


Hi v NOU ASR PEER ee. TAPER Ee KD aR. X a, BY 
类 似 于 $5.1 中 定理 1.3 的 证 明 进 行 估计 : 


~ 


ja], = sup | ,a COGO dx | 
bilgali S R 


d dt 
< mp veu, XJ]. fo, Dbo, nse 
)big«12 Qo» Row, wí 


其 中 5Cy,D=| vico や bdx。 因此 


lal a cos 9 Syst Poet ye , 


L) cam 
ROW, 
SUE 
{| [fcy,t) |? es <C27?*/Q, 1. (2.1) 
U «ua 
Res. 
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由 此 得 
ja j <C ?SIG > 


H Ms ODANA CAF ik € 无 关 而 使 上 式 成 立 。 


下 面 来 证 明 2: vag? cl Bu PUT. RRL, 


leslz= sup | as Go on dx] 
{hi gst R | 


| C NO | d ydt | 

= su p "m DÀ i) ——— 

(Peja, アー PEL (ゆめ t 
R-S 


C ( | |f Cy, piri y? 


X goes 


Qo 


R-S 
根据 断言 (2.1) ， 便 有 有 
2 _- C? ^ d ydt 


pu 
~ RC. 


-一 CC ーー |o, [117 V7 。 


x o. ru "n 


^ 


Se dede t So n re (OD. iL 


| S?(f) (x) dx 


2K Uk. 


> | 
: 


R 


| FUD PI XE QNO 
sR? 


| dydt 
|x; - 441 1025,77 1,2)] 一 一 


EN 
> 
- 


myo LJ qao, m 


Ri ty 
1 
ty の AO 1x57 y| <10t;, 7=1,2} 学ぶ ちち 。 


所 以 


| sop epoaz> [| vo rset. 


t 
2,2 U xm 
k k+l Rew, 


ifa 79-7 hi 


| S?¢f) Godxxc2" ** D] G,| EC | OO 


テー 


2 Ona y 


S.D, Maat Bb? 1 E PE HL. 
为 证 充分 性 ， 和 需要 下 面 的 引 理 。 
引 理 2.1 Journée gl) 对 任意 5 二 0， 存 在 常数 C。, 
使 得 


S) [Rive CR)<C, fal, (2.9) 
REM yi) 

2, IRI <C] (2.3) 
REm)(2) 


对 一 切 开 集 OCR 成立 , 其 中 C。 与 0 无 关 。 
证 明 ”根据 对 称 性 ， 只 要 证 明 (2.2) 便 足够 了 。 我 们 先 证 明 
(2.2) 的 一 个 连续 表示 。 对 每 个 (x1,t) € RÀ, id 
Ext = {x| CX1 ~ t1, X} +) X {Eh 
RE RAR. RED AME Iia, WE. Uhre 
l 
AM 


Ww 
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我 们 来 证 明 
| Xung) fat cc, ol. (2.4) 


上 上 式 的 积分 区 域 在 证 明 中 自明 ， 
Jes b. (2. わ お 的 左近 等 耶 


N | | icon ha, d 
Xl Tet by t? n 
注意 SUD M. [Ere Olan S7 tint a ls BBI, tN 


MINE 


f(x 本 -y ET (2.5) 
"d rz 


CX x, EQ 時 , id 
TiC, X) = SUp{Sy | (x) — S19X1+ S51) X (x, 0f. 
Bixee Hu NP JU tT, Oa xxt. te (2. DAN FHF 


2 ff QU Haass 
} 1 


(IT a KD _- 


= dt Ti ，- 
[menm ess 
. - D^1 


E z> 


=2 


-C,|Qi. 
JRE AE AC] E HERG C2. D. 
jo dcl dj (2.25 I9 WEA. id 
ri 2supiti | Qn - ti xi tt) x IL Ti} 
JU ELE BAY (2. 2) 可 以 写成 
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8 
OC NC rg | f, ft 
S N halni) sola. 
t,x, d I 


注意 到 TRA 
l= ne LE. I! 1 I! 
ti = sup) tot | | zit’ | anl >g! bital , 


Agi edi, Bite. RELIED 
- , fl M un 

StS rg fa) «culo (2.6) 
了 1 


就 旺 够 了 。 设 0 在 xi 的 投影 包含 在 最 小 二 进 区 Hja, b], WE 
式 中 的 来 和 基 対 満足 下面 条件 的 所 有 st EITAS: 


ーー l 2o qd m 
n= Oa), MAB, m^ Kk 是 整 数 。 


注音 到 涉及 的 被 积 国 数 都 是 圭 国 数 ， 在 所 积分 的 区 则 都 是 单调 
的 ， 使 知 (2.6) 的 左边 被 (2.4) 左 边 的 积分 所 控制 。 这 样 便 证 明了 
(2.60, JAm5|BE2.1uESÉ. 

定理 2.1 充 分 性 的 正明 我们 只 要 对 任意 CP,2,5,5) 原 于， 让 
明 

IS (a) 8 p<, (2.7) 
其 由 Ca 无关 。 因 为 如 果 (2.7) 获 证 ， 则 对 f= 249 其 中 ay 
時 の 。2。s。$) P, Bll < て oo, H 
ISEBEL PS anp ib C? NIAI? «oo, 


因此 EHP (RxR), H.lflurzCotflam tss. 


设 a= Y ay. Xd pR-IxJemcO, 念 基 満足 
X, d R E Y 


flix /一 5 的 最 大 二 进 区 间 ， SWEJ S H. Ux Jc: OTI) SE 

一 进 区 间 ， 其 中 o = |*e R? (46) > a it B -1000/ x S, 

BU lx Spb. KO IJ 10001509 E. FE DUC ER 数 IPS 
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a 1 1 1 
d 


(2.2) 型 。 知 | URI <CI81<C1561SCIo「。 因 此 


1.2 p 
| S? (a) (x)dx xi | || BR! i 202) dx 
WR R“ 
p P Ll 
<col E jacco lo TN - c, 
其 中 用 到 了 S HAEC DHK. XT Ee A s 
| Je AKC, 


(UR) 
由 于 


{| .. $SP(a) Go dx F S? (ap) (xy dx 
(u RS RE 


REMIR) 


< や {| SP dx 
BE z, 41001 Can) (3) 


Romig) 


+ 5 | S? (ag) (x) dx, 


RIMO) X&1008 


-]l-l. 


ee l p 
BIC y cp. 


SP (ap) (dx = | | + | 
z&1001 z.&100]1 5 と 100 ゞ r,&1001 7T5&1005 
= | 1 十 I oe 
EH Holder 不等式 与 単 参 数 的 3 ER Cg (2, 2) 型 ， 
1-5 P" p2 
Ti<cls e| (Í Sap Odra) dan 


zrj,61001 


uu 
«cisi* | i569 Grieg, P 


T11001 
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设 RR 的 中 心 是 (x! ,x?)。 注 意 到 
SL (Can) €x, , x5) ]? 


P dy, dt, 
=| | x( ーー L) ) | ag G, X39) V 。 Ci 一 Ede, | 2 H^ 
OJ R 


?d dt 
-P Wi- x1 ) jde TE A 3 


其 中 LODÈ lx] 二 1 的 特征 国 数 。 Hi x, & 1001, Go |xi-ukl.t 
Ix - 81, S ュ ビア ナ 。 Fal t >l xxt]. 因此 


[5(24) (x, プラ 月 は こき の | | x " ) 


0 
Ir) Tj 1/4 


x | | aa Ct x)! | Vien 


| . 2 
<c IT uf. vet) 


|x - xf]^ 
< 一 d Ap x ) ， 
<= C Ix —x9]4 | R Is X P “dT . 
P 3 
- =P | dx 
IISCI Mil? "haat ロー 
x,$1901 1 1 
«C|R|' *v, QR)! ?Plla,l2, 


对 于 I 25 Fe IE 


S*(a4) (x1, x2) = i (^r y) 
t, t, 


RxR? 


? d dt 
x | 2 OR ers Soe, -SDP Y2- の た は - » 
R 
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X INCL, -p (Yxi) 
E 


x[v;,Q/2—5 53) — V ts (Cys x dE 


注意 到 を 1007。 x,5 1005. Ah ら テ 1 ロー の もち 1 カー 


7=1,2; ay tye |x,—- xl /4> coi etl, 因此 


S? (ag) (X1, X9) Sd | | (per ー ジ 2 ) 
by の 
| テ ュ - テ 91/4 IT2-T21/4 
」 ー x? z ax? 2 dydt 
x | 2 NORD iul anl | d$. T 
~R ti a 
a p | 
C| RI? 4 | Ri? _ 
x, Xx) [xa X21 
故 
JP. dx,dx 
«C RI?” tant? - -一 一 “ーー 
Le LIIS el lya xi | 22 


Elu01 25410053 
«C|RIUP? pas]; G0 777. 
pe 用 Helder 不 等 式 , (p,2,5, 50 原子 条 eo  Tourné E oE, A 


DOWD RPE PA farl CR TT 


] = 
R= (な) 
p/2 : 1-P/2 
<c( >) wa) , 3) IRIE CO, 
Ro mg) REMILO! J 
p 4.8 
<C|Q|’ | | 2= C, 
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Heth 9 0P-D 
Hh i= ^0. 
类 似 地 ， 可 以 得 到 


P 
|| Seam dxECIRI Jag E vit (05, 
zQ&1008 
HerBR'sixge€m; (G) E. RCR’, 注意 到 ， MR EMOA), R.C 
moo»H. Ri = R? HT, Wl] Bez, RıiQR:= Ø, ZA Rı = Rs. 因 it, 
X020 
S RPR, DS x (Xin tco 
R'cS 


RE m(Q) - 
Sem, (D) 


< > JSIv;'G»sC|9|sclioi. 


Se7m 」 (の ) 


I= > | S? (ag) Cx)dx 


ya | 
HUE CETTE: 


eC X) RI [asy CR’, OQ)! 7? 


R. mig)? 
p/2 _ \l-P/2 
=c( M den) ( X IRRD ) 
HR. Mig: Ro MS) 
<C QIP- [ol «C, 


jt ーー 


当 の SS1/2 時 , Hz dE HEBR Anf. 即 記 用 原子 的 高 豚 消 失 
4B, 742) $'Cag) 与 Cap) 的 更 好 一 些 的 合计 ， 便 可 证 得 所 需要 
HER. 

4E HE2. LUE A ETC. 
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a BE2.145 Ug RRA, Fe Bi HP? (R x RY fal f UE BS 
五 5 (CR2 的 原子 复杂 得 多 。 其 中 最 重要 的 是 原子 的 支 集 既 不 能生 
R? 中 的 正方 形 ， 也 不 能 是 矩形 一 个 自然 的 问题 羡 ， 如 果肉 有 限 
制 “上 原子” 的 支 集 是 矩形 ， 那 么 ， 具 有 什么 样 特 征 的 空间 有 共有 这 
种 “原子 ”分 解 ? 下 面 我 们 对 p= 1I 世 和 谷 这 个 问题 。 

定义 2,3 定义 在 R* 上 的 可 微 国 数 a(x), x0 TE PR 29 8 JE 
子 , WẸ 

(1) suppacR=1xJ, 其 中 I,J BR EW fl 


(25 | Al «Mnt i, a,B=0,15 


axaxe 
(3) 


| a6, sdx =0, 対 任 意 LER, 
R 


| a(x,, x) dx, = 0, xf (EX x,€R, 
定义 2.4 iz fELCR). FMR 
の の = Lev ao St 


为 f 的 广 闵 5S 函数 ， 

定理 2.2 设 fELCR?)， 则 S,CO€LOUO BU EDD BS IF 
是 f 有 矩形 原子 分 NS. If 922223, Hoe; 2 BB RT, 
14 | «co. JE EL 

ISAD li: —inf( 321A; 1: 对 所 有 可 能 的 f= 222524). 

证 明 ”充分 性 ”只 要 证 有 明 ， 对 每 个 矩形 原子 a， 有 

15, Ca) |i sz C, (2.8) 

其 中 C 5a XX. 

容易 看 出 


ime «| omn, - 。16 KY) | fu dx 
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=C| 。 plaž PD ps 
我 们 把 积分 分 熙 车 干部 分 进行 他 kb. a 支 在 以 原点 为 中 心 - 
MI R-IXJ 上 上 上。 为 书写 简便 ， 也 用 1 ,J 分 曾 表 示 1, 的 长 
RE, WN = [TIL Hs. Ft), Gi VD 各 分 成 四 部 分 

1: Ot «lH, 0 こち デア 2; O«t,I, J<t,<oos 

3, I«t«co, <h]; 4; l«t,«co, J«t,« co, 

I: [anl S4, d. x4; 2: |l, [yal 2547, 

8: | 744, bas S47; 4: [5] >H, | s] 47. 
然 后 用 12,23,834… ARID FERR, [hA 

12= {0<4</,0<t,<J,|¥,|<4l,|¥,|>4/} 

A 5 。 这 样 


d yd — d 
NE plak QD 17 s -= > Y. |a y, "ES 


j=1 do 


LA supp y C (x, Ix] x1). An 
J. -J. =| 7D. 
Pia 30H a.v WARE. 
| = | | aC, aliy) 一 an, $9) + at + a(Cyi, 2). 
1 no) gas 


Cg, 一 VD (Ey — y) 


xT 1 =a yu Yo (^n jag, dy dt 
t, n t, t, 


< | 9 
<| n lese ^]. 
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BIN 


Min Ši [9 Ši Ve $2 [82752 d nyt 
xf Pr S ) a 
CD dy dsc, 


C fX ig lxv I AX. 


j -| | aC, E -aG ED, Log 
21 21 IxJ ; 


— Vi t 
Y- \1 (a qe dydt 
x of t, hs t, Ls i 


alt oe «(hz v, 2! "Lap, t 


a 


SMUSE 


<lvielewhil?] SES ec. 


类 似 地 ， 可 以 得 到 积分 在 31 上 的 估计 。 注 意 在 22 b, (51 过 J， 


| 
1 V» 


ー$2 | Xs, lY 274J , AK ty > | 1/2。 于 是 


| = | | OG 1352) aE) 5 ュー の が ュ (23) 
22 22 |J Ix J sind) t i 


d EE (5) a dy dt 
v of t, Wy) as t 


<[ tw eal 


.d ydt 
«| | Efin ach D) E, |dé Y 
22 Ix J| 
Ei e dydt 
<c| | | HRJVIB DS 
9J;Y,I«4 IJ IV 51/2 
Y gle 4J 
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IV 9l» 4J | ys 


ZEB AT A ALE E33 , 23,32,24,34 LAER. Mi 


-| ， 1, (mish \! ウー ) p,dy dt 
J. |, nm eu の すめ ( - div ty JETE 


“(> dt,d 
«iiir hd c. 


Dub 


注意 在 43 上 , My >4 ht, ly ]/2. & 


Ja 7]. La 26s (zt) 


- (A). (15 Jag | ay dt 


«wp. lal. | J NAE 


TZ 
483 J 1 bits 


の di,d edt 
sc | [o Se oe, 
I9 117 I/4 J I9, 172 1 J “2 


类 似 地 可 得 积分 在 42 上 的 估计 。 
に に Leo e) 
pez) ya tet 


«c | 上 -| p J 1 dt; dy, 
1911-4 12 19, 1/2 ti IU sims JJ IJ , 1/2 t? 


=C, 
这 就 证 明了 (2.8) 。 
必要 性 设 JELCR2SCDE7TCR2)， 对 每 一 个 R=Tx 放 


所 だ = (Qr, IVER ISASI, SIGS}. 这 样 
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f=] 。 FEV DY y) oe 


= | fp, CYP, Y) - “yet 


R 
= DAgag CO, 
R 
其 中 


vet 
| fey, Mei E- "E 


a3 (2) = "TE B 


&i[ Lev ol 


dyd 
Ag 2 81| 1a QD ove 


WEAR, FES ai 满足 和 矩形 原子 的 条 件 (1) , (3 。 TARE. 


o^ * Fan (x) 
; Oxy axé | 


BIFALICE T" vC ra A Ed 


a. I TIL 


Qr Qe. 


erba enge T 1v" -<1, 这 是 允许 的 。 另 外 
Saal em M riesco 


ーー 


= 下 | i OD G の dr<oo。 
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定理 2.2 至 此 证 完 。 
联系 第 九 章 的 概念 ， 我 们 可 以 看 出 S10) ELR, RG f 
EFREN Ei Besov 空间 B? (CR x R) .在 平移 变换 与 双 参 数 
展 缩 变 换 下 保持 范 数 不 变 的 Banach 空间 中 , By ”是 最 小 的 。 可 而 
BU OR x DEEH!) (RX R) 有 更 好 的 性 质 。 定 理 2.2 说 明 ， 可 以 分 
解 为 矩形 原子 之 和 ， 就 是 这 些 性 质 之 一 ，。 


$11.3 算 子 在 乘积 空间 上 的 H” 空间 的 作用 


在 单 参数 情形 ,H? 空间 的 原子 分 解 为 研究 算 子 在 HP 空间 的 
作用 提供 了 便利 的 条 件 。 其 中 ， 原 子 的 支 集 为 方 体 是 简化 计算 的 
MEAS. (RLM A? 空间 的 原子 ， 一 般 只 支 于 开 集 上 . 
这 对 研究 算 子 在 其 上 的 作用 是 不 方便 的 . 不 久 前 ,R.Fefferman 发 
现 了 一 个 原则 ,要 证 一 一 个 ?有 界 的 线性 算 子 在 H? 空间 的 作用 ， 
只 要 看 它 在 五 ”长 方 体 原 子 上 的 表现 就 可 以 了 。 

定义 5.1 和 送 0 ご p=!, KPT HIE MER” XR” E øA 
a(x, XD AEH? (OR? x RS IRO,2, JAF. pl 

(D supp a ご R= [x J, Jioc 1 15 J 4p gl IE RR" 5 R" 上 的 方 
体 ; 

(2) 对 任意 x, € R^, 25 0<lal<s, 


| so dx, = 0, 
I 
MME x;€ RM Ola] xis, 

| ace xot dx,=0, 


其 中 sS=Sp 过 只 依赖 于 mp 的 整数 


(3) Jal SRI dp. 
一 般 说 来 ， 当 p 变 得 很 小 时 ,s* 会 变 得 很 大 。 
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SEE RAE R CA DAT HS, TE 2E IHE ZE XID , 対 v0, 
)]R, 表示 与 R 同 心 巡 藤波 大 了 y 倍 的 藤 方 体 . 

定理 3.1  WETJGEOL'QR" XR OMAABERT. 者 存在 8> 
0, 対 任意 HPR" x R") 长 方 体 (P,2,5) 原 子 4 ,有 


し " ITC |? dx, dx,<cv-§ 
Ry 


对 一 切 ye 成立 , Hp RÆ a 的 支 集 ， 则 个 是 HCR” x R™) 到 
LPR" x RO WARAT. 
证 明 ”为 简单 起 见 ， 我 们 具 考 虑 2= 细 =1 的 情形 , 一 般 情 形 
可 类 似 地 进行 。 设 4 EHC X RD 的 任 一 个 原子 ， 支 于 开 集 Q， 
我 们 只 要 证 明 
IT (4) [cC (3.1) 


HI ay, 其 中 CC 与 a 无关， 

正如 在 定理 2.1 充 分 性 证 明 中 所 作 的 那样 ， 对 任意 R= 1x J€ 
m(0), 令 二 是 包含 的 最 大 二 进 区 间 ， 使 得 ix ICO. SSE 
包含 J OR ALMERIA, fF bx SSO ={xE R; M:a () > 
1/2}. WR=100lxS. RARE! UR|<clal. 


1-5 i 201.0 
| TalP des | URI 217( の 8 «C JB! ? [a]? 


P (i-l)p 
<clol 7 jo] P” =C, 
其 次 估计 
Pdx< Pd 
NAI em 22 NM OM dx 


+ |T Cap) |? dx 


RE m(9) 
= lil. 
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注意 oz/logllIRIP HIC GO EE (p,2,s) 原子 , 根据 定 
理 的 假设 有 


1-2? 
| relP assclenl8IRI #7 R, 
x, &1008 


因此 ， 用 Journe REM 
1 - 卫 
I<C >，|aagl LIRI ?^vi*aGo 


Rc míQ! 


P 1-2 
<C (X larl? COIRIV* (D F 


P_i 1-2 
«clol^ lel “=C。 
完全 重复 定理 2.1 充 分 性 证 明 中 的 推理 ( 児 第 442 項 ). A 


"3 


to 


1- 
| TOD? decla] IRI. vit R), 
T $9&1005 


而 
$3 IRI7 RGD X (In anco 
REM(Q) SEM, (2) R'*S 
< >} ISI% CS, 0) 
sem, (2) 
<C(Ol<clal, 
故 类 似 地 


Pp 
I< Y lasl?|lR| PYR £0 «C. 


Rc: m(Q) 


这 就 证 明了 (3.1) ,从 而 定理 3.1 获 证 。 
为 了 符号 简单 起 见 ， 记 


た (の = 9*(f) Go = sup [fe]. 
我 们 进一步 还 可 以 得 到 
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定理 3.2 VET JE LCR" x R') WAFRART. BFE 0 
0, 対 任意 HCR” x RD 1-3; [& (0,2, S) 原子 6, A 


| . (の )* dx<Cy-9 
(R 27 


对 一 切 vee 成立 , Joh R 是 4a 的 支 集 ， 则 个 是 HPOR" x R™) 到 
自身 的 有 界 算 子 。 

正明 ”完全 重复 定理 3.1I 的 证 明 , 只 需 用 TORREK 
Pca), Hap HSC (の) まで 。 BT (2) lar C. 

TAMH. 2, EB 2 APE SEER? 空间 上 的 有 界 性 。 
为 书写 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 RX R 的 情形 . 

考虑 算 子 

TO Cxi, Xe) = | fa Gn Ka Go 1 Cr 90 dandis, 


i (3.2) 
其 中 更 求 由 KK 定义 的 算 子 


TDO = | KjGunfGDdy, 1=1,2 (3.3) 
R 


在 L'GO MS. BLK; G = 1,2) W 
IKD K æy Cy le 3.4) 


M|y- y! Ix - yi DAR 


IK; Gu - Ky G'. x cix-x'l'Ix-v|^*,  (G.» 
4j- x] s Ix- gb B 
| x; (x,yydx=0, 7=1,2, (3.6) 
R 
自然 , XX HOA VECPI AE SC CB UT RSS EM Calderón-Zygmund 


算 了 一 样 去 理解 . 
定理 3.3 IKK; GU =1,2) 満足 条件 3. の 一 〈3.6) ,由 天 ;所 
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定义 的 算 子 7 是 DOR GH, Wm iG. 定义 的 算 子 人 是 
H'(Rx R) 到 自身 有 界 的 ， 只 要 0 二 p 志 1 Hop 充分 接近 于 1 
证 明 根据 定理 3.2, 只 需 对 任意 支 于 得 形 R= I x JIBH?ROÉ 
原子 2 ,证 明 


|; ye (T (a) )*" (x1 5X2) dx, dx。s<OY~ 9 
Ry 
对 某 个 o> 0 与 任意 ye 成 立即 可 。 由 于 


| . (T (2) ) * dx dx, 
(Ry 


<| (T Go) * dx ds, + | (T C2)) ** dx, dx,, 
IT.A&API JX.€yJ 


只 要 证 明 右 边 的 第 一 项 被 7 控制， 因为 第 二 项 柯 以 完全 一 样 地 
处 理 。 

不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 ?E DCR), suppYCL—-1,1], mi RÉ 
中 心 在 原点 。 记 


| CT (ayy * Ax, de, <| | (T Ca») *"dx,dx, 
z er z き ア イリ ァ 。c27 


+f | CT (a) ) * dx, dx, 
r,4Y1J2,€2J 


= J + Hl, 
pul 


お / 2 
«cmm (| (TG)** (x, x0) drs ) dxi. 
x ,avi E 24 


X5 
由 于 
(T Ca) )* €(x4, x4) 


= sup | TO) (の) の ( ー コ 1 SL "e zd 
t, 


1l (= — be ) | 
su ¢ 2 
< t EP R d, t, | 
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x sup | ro yo 190, SOLE 


£20 


エセ ーー My, 
«CM ( sup, | rco (91, J2) Ee f, ) Yı ) 
其 中 M 表 示 R' 上 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 。 因 此 


ro ビリ | ll sup | T (a) (> *2) 
rz, を YI R 


R t,>0 
1 2 p/2 
x LU. -A yn | dx ,| dxi, 


运用 | T@ CREDLE = 0,4 


一 Vi 
[7 T (a) (Yi, X32- CD Jay, 
[d li(X1- 41 6) 
-Í ra ei) EES) AG) dy 


- | + | + | + 


ls pines. Tl 112 iy11>21711 


4 
= MP 
j=} 


j* 
对 P ,由 于 tnl<slrl< 2 Ix, | ,而 [Xi 一 | xh By |x| <li> 
AZA sb. B 
| IT の Geo | Lys dan 
jx, 17J 1911S217 


3/2 /2 
<c (I. IT (a) Gio) 0 asi) . 
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XP. WA > EL s di 


IP <p | [T (a) Wis x2) | [yi d yi. 
AE LAERTES EFE 
注意 到 
| 
| T (a) (Yis Xa) | = | iG ET GO) Gi, *)( そ 。) TA 


= fc KiCQy,$)- K1C91,0) İT) G,, D Go d£, 


«cC | oe [Ta (a) (E15 +) (xp) | d£, 


l EU Ta E154) Go 46.) ^, 


选择 a 使 得 0 ご a<1 H, e+a>1, 便 得 到 


1/245 


IP EL | 17 | 


|x,j?^* I be 


2111«1y 1 Ili, 


x (| IT: Ers +) Go [*85,) ay, 


|1| 372-4 2 1/2 
«c es] IT €. col ag, ) ° 


MEPs à ASil A 


| Pa] S | IT Ca) nx) Er e( 7 Jas, 
liz,1s1941«212,1 
«cC | pot 
lydt 


ALZULIHPEEETERNE 
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1/2 ' 
x(f iro o co tan.) PLE 


"A 
See (f, Iro dio oan). 


UPSESNUE 


[Pa| < 


C 
ar], [T C2) G5 , x9) | | v, [d yj 


I*il«IV i i«212,] 


ZEN f HE 
4 


lea 
ドナ る に コト トイ オト [yl 


| 1 
2 
x (| tro ep rat) |]! ^? dy, 


cech : 
Spa pe (| I7z( の て (を,・ :2055)1* af.) ° 
最 后 
C 
br Wi» tir, IT (2) Qi, x | ly [dy 
C i1 |" : 
<ul Is «p IT, (2) Ese +) Gp dd) . 


综合 起 来 ， 便 得 到 


Pup | T Ka) Cy, ote (Coram Hh Jay, | 


haj ey 


1 


«(| TG) €, 0 Dla) | 
. I d 


由 于 充分 接近 于 1， 我们 可 以 选择 a, E OaE + az, 


p».l.HQ-mnp»1. 这样 便 有 


]^€& 
ZI , d 
I x CiJl | ll Po. ,(| |T (a) Qi,x|*dy, dx d: 
zy iR] X | JR 4 
pi F jl+2e 
+ CU lu 
IrQ&YI od xg|x | 


- 4? 
x (| [T Ca) (Eis e) (Xa) ES | dx, 
I | 


-P 3-20 
+ CI | | |I 
z,&¥T 


g|x11*^?* 


P 
x (Í IT G1, 9 op Pag dxa]? ae 
I J 


1-2 iP I ($-2)P 
«cul iff (s + es 
TEP 1 


Ges)? 
HAS 


MET 


DP 
«CY*|RI "IRI d =0%?, 
其 中 6 = min{2pー1,(2ー@ の の ー1,(1 二 6)pー1)。 
为 佑 计 工 mi x, & VI ,x, &2J. id 


=n = fa < Lt 


EI EAESEAESPIESE し / ニ 全学 2 
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I 


VEHPAESTMIS Jo= <ln diu, 


^-[zlslsiniszini), non 210), 


Ris— li XJy。 
ix FF 
l (3-4 yh) 
J.T (J1, Yz) zur CER ( i, dy,dy, 
_f{ + df mzta) (2.)] 
f ro (Ui, Yo) れれ of t | 9 M 
> Leo )- (72) dy, dy 
| と 。 L, j : 
4 4 
al ai 5 17° 
jw Rij dei 
显然 
Pl ミュー と シー | IT) CF, Ya) | | yy |dy dy; 
[xla] J 
IY I5 21] 
V5Iz24J| 
R|? a, |R|? 
< g- AR — ITMI.<c Toe lalz. 
PAGERE | P ENUEN E 


对 Pps, 选择 a XB. 有 
C 


ーー 
22 [x | BY x]? 


« f, IT Ca) Gv | |n]! o? | ys]! 77 dy, d y;, 
22 


d T315122/75,1251221/|B, 
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IT @ (5,321 = || Lf UED ~ 160501 
X[K2(y2,82) 一 Ko(¥2,0) lay Eo dE dE, 


[fan čal” 
< EE — 
c], 2 da - を VELO 


x |ala) |d 2, d£, 


O [RI 
R POP | 
<C EI Md Alls, 
SC yy preety, t 
4 
| Pos | < IE las. 


对 Pa Gut xd BE, LEIS ETO fi, 有 


pal<| IT@ sola Cy hee) an dur 
R33 Lt, ^ Ly 


#+1/2 
«c| RE l+ hjal,- l. 
Raa | yi | | Js "ES tib 
x (A mel yt ) ay, dy; 
ty の | 
&*1/2 
«c AR -lal 


[lal 
当 tL dxi.t |x Lb AF Pos 有 


C 
| P3 | S- ,| IT (a) Qi V [IiY dy dY; 
EE 
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3/2-a 
m C | R| fl ü 
jx x,|?^ afg jel lz. 


当 x t> | xs 时 ,有 


C 1! fxQ—3,YXl 
< _ . c.g も ニー マエ 
| P33 | PONCII ML t IPAE? dy, 


«eL 


美 似 地 , bt [xi] sta < |x] tF, 有 


— Jal s. 


C|1|?^*- "MI r 


Pal 
(Pos ST a 


II 


因此 
C|R|7**jali, | CIRI?" faf, 


lx, jit [x |! *? [x11 ?7 7 [x,| ?7 ? 


|Ps |<} 


CH 人 a lal, CM pti pp vet 


fx] tt], 270 2 zg lal,. 


关于 Pu, 有 


IP ミュ ーー と | iT Ca) (yy, dy, d 
44 Ix | | xs ]? Ro | ) Ji Yor || Yi J Ja 


CR P| 
0x ?7* [x,[?7? tt. 
Xf Pio, Wil 
[Pi | Ts «His, IT (a) (か, Y) | yy dy dyz 
i2 


eum pps 


EE 


类 似 地 
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«eum T Mala. 


| Por | 


Ht Pig, Mta « | xs | 时 ， 


CUT alas 


[PiS |x 1| 2 |x | 工 


当 > |x. lI, 
cup ppt 


[Pay E o la 
因此 
pal secta (HEU + IP ue .)- 
类 似 地 
1pal<clal， (TE ur AL). 
对 Pu 有 
Pull ake 
类 似 地 
iuto S UU tat. 
对 Ps， 有 
pal cial s UTI, 
类 似 地 
lpal celat (i EMIT + de MM ; 
对 Pa 有 
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っ 
a 


IE y 
| Pas] SC x paw la 
类 似 地 


Palco RIE lal. 


对 Pa， 有 


MI J +H 
Pal cte tree a ell 


类 似 地 


lie 3-a 3-a 
BF IE “Ul? I|? dH? ) 
| Pig] x Clal (5 ,| 2- ^ ox. | 1 十 lx, | 2 2|]x,|]?-? bad 


这 些 估 计 加 起 来 ， 便 知 当 2 uL x, 27 時 ,。 A 


r@) ess social. A nm IH Meet 


3.8 los m 
petunt iu EL 


[eae ea A pae ela 


ubt | 
I “a 


”Te 


基 中 0<ca<1, 1 +e)p>1, @-ap>lber+a>l. 
UX A(R F, 得 到 


Hn aci! -2P yl--80Popyl-80PY|g[!-P/20a]2 


«C7, 
其 中 6= min(2n-1,(2—-0)p-1,0*5p0- 1). 4ERES.313 uE- 


取 
l | ] 
ュー YI Xa— Va. 


KG, = i 
E AWE EE 
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3.3 Air. Ib He ,= eA CRI x RDSUB SIBI RER F, 
ASXO«pzlH p ÆRET. 


$11.4 乘积 空间 上 的 BMO 与 Carleson 测 度 


ERER, RHET R” 上 的 BMO 函 数 ， 正 如 我 们 已 经 看 
到 的 ， 出 五: 空间 的 原子 分 解 ， 我 们 得 到 (= BMO 的 一 个 直接 
的 简 音 证明。 但是， 由 于 乘积 空间 上 所 的 原子 分 解 远 比 员 " E H? 
的 原子 分 解 诡 复杂 得 多 ,可 以 想象 乘积 空间 上 的 BMO i Sob, REL 
R” 二 的 BMO 畏 数 复杂 得 多 。 实 际 上 ， 关 于 这 一点， 我们 还 可 以 
从 另 一 角度 来 说 明 ， 也 就 是 从 BMG 函数 与 Carleson 测 REZ Ei 
系 进行 疯 察 。 下 面 我 们 首先 讨论 滋 积 空间 上 的 Carleson 测 庭 。 

定 叉 4.1 设 4 是 定义 在 Rx Ri 上 的 一 个 非 负 测度 ， 我 们 称 4 
Ac Carieson;ijBE, 如果 

|| POPaesog| folds, 1<p<oo (4.1) 
(RÊ) ? 
HESEL (ROKA, PCr f ER, PUJE R xR? 
ERS Poisson#il4>, 1 て の で oo 。 

由 R” 上 的 Carleson 测 度 的 定义 与 Carleson 不 等 式 ， E 28 x 

iU. (4. 1) 等 价 于 

HCSCR))<C|RI, (4.2) 
其 中 RR 是 R: 的 任意 矩形 R=JxJ，1, J 是 R 的 区 fal, SCR=SU) 
XSH, SC), SDF WEI, SER “HERE”. 

但 是 ， 早 在 1974 年 ， Carleson 就 构造 了 一 个 Ec 例 4， 它 满足 
(4.25, JAG. D AJ S£. X 际 上 ， 如 果 (4.2) 和 (4.1) 等 价 的 
话 ， 那 么 就 可 以 得 万 :的 如 下 分 解 ， 车 iE'， 则 


f= > Akap» » [Ag I SCIS la, 
a, tps Es 
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Ci) suppa,C-R, = Ik X Ju, "EE RI PRHE É, 
(ii) | a, (x4, x3) dx, =| a, (x4, Xg) d xg = 0; 
I, Jg 
Git) farle S] Rel’. 
TES 11.2 已 经 看 到 ， 这 实际 上 是 不 可 能 的 。 那 么 ， 什 么 条 件 才 能 
刻画 Carleson 测 度 ? 其 实 只 要 把 (4.2) 中 的 矩形 换 成 任意 开 集 就 行 
T. Ah, SIA PMX. 
定义 4.2 OCREIFE. dd RY OAM y= ODA 
心 ， 边 长 分 别 是 25 ,2 ち 的 外形 。 定 駐 O 上 的 Carleson px 5& S CO) A 
SOQDz2(Q,D0DC€R?x R3, RGO,O0OC QOL. 
定理 4.1 LÆRT x Ri by Carleson gil RE B5 2523 45 35 RE aL 
#(S(Q))<C{Q| 
Xt —- FF ROC R Mir. 
证 明 必要 性 是 显然 的 ， 因 为 只 要 取 f=Xo， 并 注意 到 当 
(x,0 € SCOTI, AP: Xo) =Ptit, * X9) 2C»0, Mitt 


#CSCQ)) «t| P: (Xo) Coda 
CJ sigs 


<4 | | P.OgGD | Pdu 


tr?) ? 


<Cp [[x8co4x- cs101. 
R? 」 
充分 性 的 证 明 。 令 
PDC = sup | IP.CO GOD. 


WELS {LE R: PNC E B'/BIHBE, BFE. dd 
Qi-(O, 0€ RIX Ri IPOD GOOD 0A). 
HiQ,; SE), 知 
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| | Pi (の (x) | Pdu = p | a 14(O。)d4 


<p APT UCS (Ea))dA 


«op [aP le ,IdA 


«Cpl P* CDs CplIMsCODIBEC»/T5, 
1X H1 M s FE SHARK ERO 


M;(f) (x) = (fv) ldy, 


sup asl 
tiri, = KE t) noob 


B RA P* COO COXCMODCOUURIMSCOTBSCpIÉb, AB 
IKP, 

定 又 4.3 

BMOCR? x R?) =( (OR? x R?DD*, 

由 于 Hi(R?x RD 是 由 R? 的 广义 函数 构成 的 ， 因 此 
BMO(R? x RD ER? Ex Xj ERG. 

定理 4.2 在 R* 中 ， 下 列 命题 等 价 : 

Gi) 9E BMOCR? x RŽ); 

Gi) ÆJ; ELR, 7=1,2,3,4, 使 得 

=g + Hz, G2) + Hz,C€9 + Hz, z,C92, 

其 中 万 >。 Ha XS AER x eE Hilberti fe, Hzr,” 
Hy Hz, 

ii) |Y, vau | tit; dydt ÆR? x R? jj Carleson jM He, 其 中 = 
p (0) AL PHY PoissonfilZ 


是 R? x R? 的 Carieson 测度 ， 其 中 


. d 
Gv) [pi VC) em 


yz xp S9 GOPGD, YE ZO), | vods - 0. 
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正明 O= GD, MAER 8 3. 20h E E2. ATE, 
fI: JEH REx RD) SAKA C L'ORO HH, GO, Hz, DG 
Hz,z, (の ELCRD), PEA 


ia a Fn t He CD rat He, (の lleter? 


十 He a, lem je 


再 完全 仿照 $7.1 定 理 1.5 中 必要 性 的 证 明 ， 便 可 证 得 所 要 求 的 结 
i. 


GD ==> (iui). 注意 ,在 单 变量 情况 下 ， 应 用 Cauchy-Riemann 
Fike. RPT eA Hilbert 変換 的 关系， 不 难 证 明 | YPO = 
[VPCOHD 7. SES ZRH. CERES HIE. A VVP? = 
| ViVa2P (Hz Al? 2 ING VaPGIS, P]. 内 此， 只 请 对 vc 
L"(R?), WEH | WiveP CO) t dydt 是 R? x R? fj Carleson jill RE gk f£ 
了 。 

{E $11.1 引 理 1.2 中 , WI =X, HPORR HERBIE. W 
EHIH 1.2 中 定义 算 子 P. 的 国 数 的 支 集 是 L- 1,1], 24,0) 
ES(G) 時 。 有 ア ,g(y) Hl. kk 


| 2 ー os dxdt 
{| vivau n ndgdiszc]f 12} {| 6.9/2 dxdt 
) < 


S(2) ir? 


+ | ( | | graglar Jax, 


2 1. 
+ E | | |@ の | dx Jax, 


XER (rj) ER? 


+| lglas 


sCi/isigissccl/Mlol. 
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Gv) => (i), AS 11.2 的 原子 分 解 定理 知 , ASCH RIX 
R2) , 则 /= Ante HH EC, 2,0,.0KRF, 2 LA CM Man. 
现 设 ?满足 Gv)， 我 们 只 需 证 明 


| oan Ces) 665, di din <C, (4.3) 


其 中 5a, 7K. 
由 $11.2 中 定理 2.1 的 证 明 过 程 知 ， 


ag €x) = Sk TX > ERC), 


REF pk 
eg (x) = {| FG D, Dy, 
(i) 
其 中 
の = CES ER’: M s Xa) (xi, X) > oh 
- TS , IRI 
£,.-|R: Rey SERIE, ROO. I HM, 
IRA Qe [< LR Rh, 
Q,= {x1,x2) € Ra. SC) (xx > 2}, 
因此 


| の ec の dr = BD | yo| RA 


Rcs, Re^. 


Ul fy, の? Cy, ra, 
ERA 

Res, 

<( ff "m" p |: $68) 1/2 CIE. le, rp cushy” 
(J (J) 
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Hel, D =y, e», 
(R= {CGD © RIX R?2; YER, [I| «t,«21irl, 
[7 <te<2|s]}. 


在 定理 2. 1 的 证 明 中 ， 已 知 


の 


Ii けり |? «c2'*19,l. 


Uai R) 
Re *. 


注意 到 当 RE Z P, wODCSCOQO, 由 祭 件 Gy) 知 


IE yd | , dyde 
Py, t) | Ie Cy, b | / <ClB,l. 


RER, StQ,) 
这 就 推 册 了 (4.3)。 
(iii) ==> (iv) nf DIL 5g n ZZ 3S (D TE HA. 


$11.5 注释 与 进一步 的 结果 

注释 

乘积 空间 上 空间 的 建立 ， 有 着 本 质 上 的 困难 。M.P. Mal- 
iavin 与 P.Malliavin 通 过 复杂 的 代数 技巧 最 完了 取得 进展 (参见 [对 
M])。 后 来 ，Gundy 13Stein 推 广 与 简化 了 他 们 的 方法 ,在 乘积 空间 
上 建立 了 所 ?空间 (参见 [CSJ) 。 定 理 1.1 属 了 -Gundy-Steinm， 但 其 
中 定理 第 二 部 分 我 们 采用 了 K.Merryfield 的 证 明 ( 人 参见 LMe]) 。 

Carleson 1974 7€ tH AS Jc [B]. Card), TEMS BLA? RA 的 原子 
X fe 5j Carleson fil E ARE (6j 28 312; PRAE XC. AE AED RR. Petfer- 
man 最 时 给 出 7 空间 的 原子 分 解 ， 六 给 出 了 儿 种 不 同 的 原子 的 定 
义 (参见 [CF1],[CF3]) 。 但 由 于 原子 的 支 保 是 一 般 的 开 区 域 ， 内 
此 在 用 于 研究 算 子 在 厅 ? 空 间 的 作用 时 带 来 不 便 . Journe 于 1986 年 
发 现 了 覆盖 引 理 2.1( 参 见 [Jou2]). R.Feffermanjfi xxix Mik v | 
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HERTA PET Re Ae PROT PRI. uu *2.155 x 
2.2 是 R.Ffefterman 首 区 引信 的 .定理 2.1 必 此 性 的 证 明 属于 他 ( 参 
见 LFe4]) 。 充 分 性 的 证 明 区 及 取 少 消失 年 数目 隐 确 定 属 于 旦 永生 
《会 见 [HI12])。 先 理 2.2 是 融 永 年 最 先 证 明 的 ， 

定理 3.1 是 R.Fefferman 这 对 发 现 并 证 FH 的 ( 参 WULF e3], 
[Fe11)。 韩 永生 把 它 推广 为 定理 3,2 并 应 用 于 证 明 定理 3.3( 人 参见 
[H135. 

u:384.1594.29 HUP 3E2EZE Ej R .Feffermancl Chi, CF1—3 ], 
[Fei D. 


进一步 的 结果 


1. PIRE H'CR XR) 的 三 种 不 同 的 原子 定 义 ， 对 它们 都 
AY AZ) ESI HS CR x ROS JR fi. 

(1) fRER Ra CO x2 为 原子 ， 如 果 

G) supp@TOTR®, QEMER RIA s 


(ii) a= jCabs，R 是 Q 中 所 有 二 进 长 方形 ，Cs 满足 


RcQ 
X [CPR I, 


6 の 。 秋 力 基 本 粒子 , WE 
supp brnCR, R=IxJ. 


| baeo xo dx =0, 对 任意 XE 上 '， 


Gy =o, 対 任 意 x, < R', 


92 *6 


只 要 a が <<2。 
ax29x^ 只 要 p -2 


bed | <c rrr proe 


(2) 称 将 数 exiyza) 为 原子 ， 如 果 
GQ) suppac-QC-—R', QC ARH FTEs 
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Gi) jeles] o] s 
Gii) 
1 し YY x) n9. 10 


a Cox Xo) | ミニ ィ ー 
| t,t 152 | IRs, TH 


PI 
HE (yr EO, Hipee cs; oo 满足 


supp $C-((x,,x5): xi I, [xo! <1}, 


3 uwap q » T al c 
axsax&|, 10 > -do 55.20, 
- 1 M z ac 


Q = CESI M s (Xg) Go ニテ 


M s AAR A RR AX. 

(3) fig Ea Ga 0 为 原子 ， 如 果 

Ci) suppaccQC R^, Ow VE HR B JT 28 

Gi) NEC.) € R^, 

S GO Cx, XA X M 1? Og) xi, X2) AC Xa), 
Hop S 表示 S pee, La4lz き 19| ^. 

对 于 不 同 的 问题 ， 可 以 应 用 不 同 的 原子 定义 。 利 用 这 些 原子 
HEX, "DULTDTERSPERBU BT H'BOSHBBMOÓI AX, 也 
nf DA a ee SD BP. ATE A 空间 中 RAK 
PAB S 国 数 的 范 茹 等 价 性 等 等 。 参 见 LCF1],LCE3]。 

2. J.-L.Journédg T O) SE FRE) BSE fa zs a A. 

WO=RxR\A, A-Íí(Qx,)): x-y). BjikBanach 4 [HR]. WE 
Ki; Q>B, QW. FSRKCCZK,C0, O<V<1, 如果 


C 
KO, Y) |s ミー ンー 
| yis ey)? 


MIx-y|2ix-x'|lf, 


IKD -KO y) la iy 
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Mix-y|21s- y | 时 ， 


en Fl: Lire 


iii BXS SEXE webi EC 为 | 天 | 

WT. Me (R) ER PEELE. PRTCCZO&SO», 如果 7 的 
DAAK ECZO CY)， 且 T 可 开拓 为 上: 的 有 界 算 子 。 这 时 定义 
[Ticzo= IT hes.) + Kly. 

25 JE Je TH "X RP d JG. i Z (RO $29. (RO > CZ CR) 5 
PCR)’ ESPERES, BRT € ZR (R x 民 ) ,如 末 存 在 一 对 Ki, K€ 
CZKozo,00, BERI EKS, g, h Kk € 0 ORO, Ff 


Gk, TOR = IOS3 KG Lio hof Go dxdy, 


R? 


KOI, Th» = | | gk, Ka (x, y) hf Go dxdy, 


THRI AT. Ww XT 
く 9COK , T f Coh» = <fQk, TIGI. 
PRT © CZO(Y) (RX R), ETE CZKO) (RXR, H TIT 
th AL S RAL. 
X T€CZKO)OR x R), BMH TI, T S>: ZOD--2(CB)' 
wn F: 
,«g,T'f»k» = «gooh, TIOR. 
容易 看 出 ) <9, TRAI, K, D>. KAMEL, TY. 
秋 7 で CZK( の (Rx R) Jj Ft. HT € WBPOR x R), 如果 対 任 
WY VCH, FAG GO G3 AB, Xi 
l«e$,TJV15lczoiz Cat, 7=1,2, 


n z = "TEE: 
FE 中 ef» f ; ). 
PEHÉ TOER 可 叙述 为 PETC CZKO) (RXR), 
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WMyrT€CZOCOQ(ORx RD, MERAT, T*CD, FTO, TIME 
BMO(Rx R), HT € WBP(ORx RD, TER [Jou3] 

3. 尽管 许多 基于 H? OR x RR) 的 结果 可 以 推广 到 HYCRXRX 
R)， 但 并 不 是 所 有 的 缩 果 都 能 推广 的 。 记 RÓ RXRXR. WRA 
— Hay, xD 为 H'(R X RX ROI ife, An 


supp aT] X Ja X Ia, T4 2E ROEM, 
| a(X,, X3, X3) dx; = 0， 7=1,2,5. 
R 


je 和 < R] F, R=1,X aX Ig, 
IETJÉL'CRO BUS RSCT. BSHUPARARH'OR X R x R) 的 长 方 
体 原子 2, A 


f elTaldx<C7t, 820, vz2. 
y 


BRE BIS THA ORA Rx ROSIL'CRORVE R £X 性 算 
子 。 答 案 是 否定 的 。 最近，J.-L.Journe 证 明了 

COD 存在 算 子 了 7, We baa, TT REH CRX RX R) 
AIL CRO DARA. 

(2) 如果 7 EEEk, H 6. W|DTAH'ORXRXR) 
SIL'OROBG AR AAT. 

这 结果 表明 ， 两 参数 的 情形 与 三 参数 的 情 珍 起 存在 着 本 质 差 
BN 。 
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Littlewood-Paley-Stein H&A 15 
Lorentz zh 295 
Marcinkiewicz(@ 7) dE 9, 
1751485245 9246 925022635324, 
326 937] 
Muckenhoupt & i k& 
Nevanlinna 3% 38 


239 


Paley-Wicner 定理 315 


(p-a) 原子 36053015313 
(pa) 分子 3165317 


1585,1615163.188,231 
1785185 , 188,193, 


CP aqu ) In 于 


TEMPE ES 


7i 


(ps2»9,08,) JR f 431 

Ricsz 变换  17,79,91,196,222,268, 
UR OX KR 116,117,170,283,287,255 
FLASK 172,443 
Ad (wavelet) 369,370 

Pu 

XX E qz Hh TE 877,268.415,417 
Un gx 116,134 


8951565197 5208 
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269,341 

M.Riesz 定理 49 

F. Riesz-M. Riesz 定理 45588 

S AZ 20513545185515151555158, 
170»17452305,23152515417 429。 
4395469 

Sharp Bid C* Hi) 260,272,295， 
296 

Schur 引 理 396 

Sobolev 空间  204,299532153606, 
5679415 

Stein-Weiss #H BR 73 

T(1) 定理 $86+3875397 53985413, 
41554185469 2471 

T(1) 型 定理 398 

T(b) 定理 419 

Tricbel-Lizorkin 空间 179,299, 
330,221, 338,36/,2368,2690,30060, 
339 

VMO 

Whitney 分 解 
272 27452855288325 


24252442 
1091441475270, 


回 


he. TAE 
a eat) 
Pa vote 


ALA I) AL EN eR TBsTAs T7, 78382» 30» 929119 
TE fg ER e $6557 

DE 3745387 0413 414 

Um 419 

PUNK 418 

FTIR F 230,331,338,352,353,399.407, 411 
SGI AF 3525353 


t ff 


Hs 7s fe 173 
quta PRK RUN 13451355171 
局 部 Hardy xg 137 
TFS H] 135,136,171,241 


m. nr 分解 13,32,393 
HEFL RAC GST 07,221 

dE 10 i ELA ER $i £2,906,97,116,138, 421 
Ae He ACT PRL 265,272 

Qr SE Carn 241 


九 E 


jim $1145 22,23,97,102511251315422 
sd uU 373,385 

Hi AE 6 

fi YE NT EE 23 


TS ty feel ce gu 63,87,88 
强 (P:P) Æ 3 
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DARHA GY BP) 287,392,567,298,4025411: 4:85 4705 471 
$8,250 


弱 {2:2) 型 
249552405200 


矩形 原子 443» 447 
十 一 夯 
ほ 一 性 定理 AB 
+ xmi 
fee tr WF UE 25352545284 
com B 
SET Ai R245234 
kt us Nj 91 
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